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1. INTRODUCERE 

 
  Scopul pr inc ipal a l  s tudiu lu i s is temelor d inamice este de 
a în ţelege compor tamentul  pe termen lung a stăr i lor  unui  
s istem determin ist .  De mul te or i ,  as tfe l de s isteme impl ică  
numeroase var iabi le ş i  sunt  nel iniare.   
 Studiu l  compor tamental al  s istemelor d inamice neces ită  
reprezentăr i  graf ice deosebit  de complexe.  Calculatoarele 
zi le lor  noastre pot  real iza astfe l de reprezentăr i ,  iar  acest  
lucru a apr ins in teresul multor  categor i i  de oameni de 
ş t i in ţă ,  ş i  nu numai,  pentru s tudiul  s istemele d inamice.  
 Această  car te v ine în spr i j inu l ce lor  ce vor să  facă  pr im ii  
paş i  în domeniu l  s istemelor  d inamice.  
 Doarece exis tă  o  strâsă  legatură  între ecua ţ i i le  
d iferen ţ ia le ş i  s is temele d inamice cont inue, mater ia lu l  
prezentat  abordează  ambele domeni i  de studiu.  
 Astfel ,  pr ima par te a căr ţ i i  este dedicată  ecua ţ i i lor  
d i feren ţ ia le ord inare (EDO), rezolvăr i i  cazur i lor  l in iare ş i  
prezentăr i i  unor aspecte de d inamică  a EDO. În f ina lu l  
pr imei păr ţ i  es te abordată  rezolvarea numer ică  a EDO. Pr in 
aceasta venim în spr i j inu l ce lor  ce real izează  s tudi i  
ap l icat ive.  
 A doua par te a căr ţ i i  este dedicată  prezentăr i i  
pr inc ipale lor  concepte legate de s is temele d inamice 
d iscrete ş i  cont inue, i .e .  s tabi l i tate,  compor tament  
as imptot ic ,  so lu ţ i i  per iodice, atrac t iv i tate ş i  a tractor i ,  
e lemente de teor ia bifurca ţ i i lor .   
 Expunerea noastră  es te înso ţ i tă  de numeroase exemple 
ş i  exerc i ţ i i  rezolvate sau lăsate spre rezolvare.  
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2. ECUAŢII DIFERENŢIALE ORDINARE  

 

2.1. TIPURI DE ECUAŢ II DIFERENŢIALE, 
SOLUŢII, EXEMPLE 

 
Ecua ţ ia d iferen ţ ia lă   este o re la ţ ie între var iabi le  

independente, var iabi le dependente ş i  der ivate le acestora   
în  raport  cu varoabi le le independente.  

Ecua ţ ia  d i feren ţ ia lă  ord inară  (EDO)  este ecua ţ ia  
d iferen ţ ia lă  care impl ică  o s ingură  var iabi lă  independentă .  

Ecua ţ ia d iferen ţ ia lă  cu der ivate par ţ ia le  (PDE)  es te  
ecua ţ ia care impl ică  der ivate în raport  cu două  sau mai  
multe var iabi le  independente.  

Ordinul  unei ecua ţ i i  d i feren ţ ia le es te cel mai înal t  ord in  
de der ivare care apare în ecua ţ ie .  

 
Exemple  
 

EDO :  

1.  ( )vtF
dt

dv
m  ,       =  

2.  ( )tgcyybya      =+′+′′  

3.  ( ) ( ) y
ey

dx

dy
y

dx

yd
y

52

2

2

      1       sin −+−=⋅  

  
PDE :  

4.  
t

u

x

u
a

∂

∂
=

∂

∂
     

2

2
2  

5.  
t

u

tx

u

∂

∂
+=

∂∂

∂
    1    

 2

3
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 În cont inuare vom discuta în exc lus iv i tate despre 
eccua ţ i i le d iferen ţ ia le ord inare – EDO. 
     Numeroase modele d in lumea înconjură toare impl ică  
re la ţ i i  între măr im i care depind de o var iabi lă  independentă  
ş i  der ivatele acestora în raport  cu var iabi la  independentă .  
      
O EDO poate f i  formal izată  as tfe l  

     ( ) 0       ,  , .... ,  , ,   , 
1

1

2

2

=







−

−

n

n

n

n

dt

dx

dt

dx

dt

dx

dt

dx
txtF                   (1.1)  

 
unde t  este o var iabi lă  scalară  ( t ip ic,  dar nu necesar,  
interpretată  ca t imp), F  o  func ţ ie dată ,  x  o  func ţ ie  
necunoscută  ş i  der ivate le aceste ia în rapor t  cu t .  

      
Exemple  
 

EDO de ord inul  I :       
( )( )txtF

dt

dx
  ,     =  

EDO de ord inul  I I :      
( ) 








=

dt

dx
txtF

dt

xd
 ,  ,     

2

 

     Ecua ţ ie i  (1.1)  i  se asoc iază  ş i  n  condi ţ i i  in i ţ ia le :  

     ( ) 10      ctx = ; ( ) ( ) nn

n

ct
dt

xd
ct

dt

dx
        , .... ,     01

1

20 ==
−

−

              (1.2)  

      
     O EDO poate f i  scr isă  ş i  sub forma:  

     ( )ytfy ,     =
•

, nRy     ∈ , nn RRRf           :  →×                    (1.3) 
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unde punctu l reprezintă  d i feren ţ ierea în raport  cu t impul iar  
n  este ord inul  ecua ţ ie i .  Pentru f  se vor face cons idera ţ i i le  
necesare la momentul potr iv i t .  
     Or ice EDO de forma (1.1) poate f i  rescr isă  sub forma 
(1.3)  notând astfe l  

     ,    1  k

k

k
dt

xd
y =+    1            0 −≤≤ nk  

     1      +

•

= kk yy ,       1            1 −≤≤ nk  

     ( )nn
yytFy  , .... , ,     1=

•

 

      

     F ie ( )nyyyy , .... , ,    21=  atunc i avem: 

    ( ) ( )( )nn yytFyyytf  , .... , ,  ,  , .... ,     , 12= .  

 
     Exemplu  

     Pentru ecua ţ ia 0            =+′+′′ cyybya  notăm yx     1 =  ş i  
astfe l  avem 

     
( )








−−=

=

•

•

212

21

       
1

    

     

bxcx
a

x

xx
 

      unde 

      22       :  RRf →  ,     ( ) ( )







−−→ 21221          

1
  ,   , bxax

a
xxx

f  
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2.1.1. Existenţa ş i  unicitatea soluţ ie i  unei EDO 

 
Fie EDO 

( ) nnn RRfRxxtfx →∈= +
•

1:,,,                                 (1.4)  

 
căre ia î i  asoc iem condi ţ ia in i ţ ia lă  
 

( ) n
Rxtx ∈= 000 ,  x   .                                                (1.5)  

 

     Pr in solu ţ ie a ecua ţ ie i  (1.4) în intervalu l βα << t  

în ţelegem or ice func ţ ie ( )tx  care este de n  or i  
d i feren ţ iab i lă  ş i  care sat is face ecua ţ ia (1.4) pentru t  în  
intervalu l prec izat .  Din mul ţ imea de solu ţ i i  poate f i  a leasă  
una s ingură ,  anume cea care t rece pr in punctu l (1.5).  
Perechea de ecua ţ i i  (1 .4)+ (1.5)  poar tă  numele de 
″problemă  cu valor i  in i ţ ia le″  (PVI) .  Solu ţ ia aceste ia este o 

curbă  ( )tx    x =  d in nR .  

 
Enu ţăm teorema de ex isten ţă  ş i  un ic i ta te a solu ţ ie i  

pentru problema (1.4)+ (1.5) .  
 

Teorema 2.1.  Fie PVI  (1.4)+(1.5) ,  unde 
nn RRRf           :  →×  este cont inuu d iferen ţ iab i lă .  Atunc i  

ex istă  0    1 >t ,  0    2 >t  as tfe l încât so lu ţ ia ( )tx   cu 

( ) 00   x    =tx  pentru (1.4)+(1.5)  ex istă  ş i  este unică  pentru 

to ţ i  ( )2010      ,        ttttt +−∈ .  

 

Solu ţ ia  PVI (1.4)+ (1.5)  poate f i  notată  pr in  

     ( ) ( )00  x, ,        tttx ψ=                                               (1.6)  
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unde am considerat ( )ncccx , .... , ,    210 = .  

Rela ţ ia (1.6) sugerează  dependen ţa solu ţ ie i  de condi ţ ia  
ini ţ ia lă .  
  
Exemplul  1  

  0,1)0(,x ≥==
•

txx  

Solu ţ ia  ex is tă  pentru or ice at ≤≤0 ,  unde a  este o 

constantă  pozi t ivă  arb itrară .  Solu ţ ia  este ( ) te      =tx ,  poate  
f i  ext insă  pentru or ice t  ş i  devine nemărg in ită  pentru  

∞→t .  

 
Exemplul  2 

     0,1)0(,x 2 ≥==
•

txx  

Găs im solu ţ ia ( ) -1t)-(1      =tx  care ex istă  pentru 10 ≤≤ t .  
Putem ext inde intervalu l de ex is ten ţă  a l  solu ţ ie i .  F ie 

2)1( dM += .  Solu ţ ia ex is tă  ş i  es te unică  pentru 

( ){ } ( ) 22
11,inf0

−−
+=+∞≤≤ ddddt .  

 

      Traiec tor ia  sau orb ita  pentru PVI (1.4)+ (1.5) es te curba 

d in nR  
 

      ( ) ( ){ }      ,         ,  x, ,   201000 ttttttt +−∈ψ .                       (1.7)  

 

      Curba solu ţ ie  în nRR     ×  este 
 

      
( )

( )








+−∈







     ,         ,  

,tt,

t
 2010

00

ttttt
xψ

.                    (1.8)  
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2.1.2. Cazuri part iculare de EDO 

 
EDO autonomă  

Dacă  în  (1.4) f  nu depinde expl ic i t  de t impul t ,  i .e .  

,: nRXf → unde nRX ⊂  este o mulţ ime deschisă  ş i  
nevidă ,  a tunc i ecua ţ ia  
 

( )xfx      =
•

                                                                (1.9)  

 

se numeş te autonomă .  f  se numeş te câmp de vector i  în  

X  ş i  are forma  
 

















=

),...,(

........

),...,(

)(

1

11

nn

n

xxf

xxf

xf .  

 

Dacă  f  este d iferen ţ iab i lă  atunci  matr icea Jacobian  este 























∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

=
∂

∂

n

nn

n

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

...

........

...

1

1

1

1

 

iar  Jacobianul este )det(
x

f

∂

∂
 .  

Mul ţ imea X   în care )(tx  ia va lor i  se numeş te spa ţ iu l  
s tăr i lor  sau spa ţ iu l  fazelor .  
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Ecua ţ ia  (1.4) în  care f  depinde expl ic i t  de t  se numeş te  
neautonomă .  
 
EDO l in iară  

Dacă  în (1.9)  în locuim ( )x f  cu 

    CAxx         +=
•

, n
Rx     ∈                                      (1.10)  

 

unde nn
RRA       :  →  este un operator (sau o matr ice nn     × )  

iar  n
RC     ∈ ,  a tunc i EDO (1.10) se numeş te  l in iară  

neomogenă .  Cazul  Axx     =
•

,  n
Rx     ∈  se numeş te EDO  

l in iară  omogenă .    

       Dacă  în (1.10) A  ş i /sau C  depind expl ic i t  de t ,  i .e.  

( )tAA      = ,  ( )tCC      = ,  a tunc i ecua ţ ia este neautonomă .  
Alt fe l ,  este autonomă .  
 
      Solu ţ i i  impl ic i te ş i  expl ic i te  

      Or ice solu ţ ie care este dată  sub forma ( )txx      =  este 
expl ic i tă .  O solu ţ ie impl ic i tă  este acea func ţ ie care nu este 
dată  sub forma de mai  sus.  

      Exemplu l  1 f ie  PVI :  
y

t
y     =′  ,   ( ) 1      2  −=y .  

      Solu ţ ia implic i tă  este 3   22  ty −= .  Pentru a găs i  so lu ţ ia  

expl ic i tă ,  f ie ( ) 3        2 −±= tty .  Cons iderând ş i  ( ) 1      2  −=y  

rezul tă  ( ) 3        2 −−= tty  so lu ţ ia expl ic i tă .  

 
      În cont inuare prezentăm exemple de EDO ş i  so lu ţ i i le  
acestora.  
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      Cons iderăm a doua lege a mişcăr i i  (Newton).  

      ″Dacă  un obiect  de masă  m  se deplasează  cu o  
accelera ţ ie a sub ac ţ iunea unei  for ţe F ,  atunc i  maF     = ″ .  

      Dacă  notăm cu v  v i teza obiectu lui ,  atunc i 
dt

dv
a     =  ş i  

avem: 

      ( )vtF
dt

dv
m  ,       =                                                  (1.11)  

     

       Exemplul 2  
       Un al t  proces f izic  s implu este căderea unui obiec t de 
masă  m .  

       Asupra obiectu lui  ac ţ ionează  două  for ţe: 

       −  for ţa gravi ta ţ ională  GF  pe care o vom cons idera de 

semn pozi t iv ;  

     −  for ţa de f recare AF  (datorată  rezis ten ţei  aeru lui )  pe 
care o vom cons idera de semn negat iv.  
 

 

gmFG ⋅= ,  
2

  8.9    
s

m
g =  

vFA     γ−=  0    >γ  es te coef ic ientu l de f recare a l  aeru lu i  

      
      Ecua ţ ia  (1.11)  devine:  
 

     v
m

g
dt

dv
          

γ
−=                                                  (1.12)  
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     Solu ţ ia EDO de ord inul I  (1.12)  es te vi teza ( în 
s

m
)  cu 

care cade obiec tu l.  Considerăm cazul par t icu lar  

196.0    =
m

γ
.  

     v
dt

dv
  .1960    .89    −=                                             (1.13)  

     În cazul ecua ţ ie i  (1.13),  pentru 50    =v  avem 0    =′v  

( )50    196.0    8.9  ∗−=  dec i tangenta la  graf icu l solu ţ ie i  
 v este or izontală .  

 

 
 
      Pentru toate solu ţ i i le lu i  (1.13) care trec pr in puncte  

50<v ,  panta tangente i la ( )tv  este pozi t ivă  (ex .:  în cazul  

30    =v  panta este 3.92) .  

     Pentru solu ţ i i le  (1.13) care trec  pr in puncte 50    >v  
panta tangente i este negat ivă  (ex .:  în cazu l 60    =v  panta 
este -  1.96).  

     Când 50    <v ,  cu cât punctu l in i ţ ia l  ( )0 ,v  se apropie pr in 
creş tere de 50 cu atât  tangente le se apropie de zero.  
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     Tangente le la graf icu l so lu ţ ie ne permit  să  schi ţăm 
solu ţ i i le ecua ţ ie i  (1.13) – vezi  f igura de mai sus. Uneor i 
suntem mai pu ţ in in teresa ţ i  de solu ţ i i le curente ş i  mai mul t  
de comportamentul  lor  în t imp.  
 
Exemplul  3 
Fie EDO 
 

0  ax     
dt

dx
=+ ,                                                          (1.14)  

unde ( )txx =  este o func ţ ie reală  necunoscută  iar  
dt

dx
 este 

der ivata în raport  cu t impul.   

Solu ţ ia  pentru (1.14)  este func ţ ia  atKetx −=)( .  

 
Demonstra ţ ie Pr in separarea necunoscute lor  în (1.14) 

avem dta
x

dx
⋅−= .  Pr in in tegrare avem 

atCatx eKeeeCatx −− ⋅=⋅=+−= ln,ln  sau ateKtx −⋅=)( .  

 
Observa ţ ie  Nu ex is tă  o a ltă  so lu ţ ie pentru (1.14).  

Demonstra ţ ie Presupunem că  ex istă   )(tu  o a ltă  so lu ţ ie  

pentru (1.14) .  Cons iderăm produsul atetu ⋅)(  ş i  der ivăm în 
rapor t  cu t ,  

[ ] ( )atutueeatuetuetu
dt

d atatatat ⋅+=⋅⋅+=⋅ )()()()()( ''  

( ) 0)()( =⋅+⋅−= tuatuaeat . 

Dec i  Kctetu at ==⋅)(  sau ateKtu ⋅=)( .  
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Constanta K  este determinată  dacă  se precizează  condi ţ ia  

ini ţ ia lă  0)( xtx = .  Atunc i  K  sat is face 0xeK
at =⋅ − .  

Coef ic ientul  a  d in (1.14) poate f i  considerat  ca un 
parametru a le căru i  va lor i  au impl ica ţ i i  ca l i tat ive asupra 
solu ţ ie i .  
 

Pentru 0<a  avem  





<∞−

>∞
=⋅ −

∞→ 0,

0,
lim K

K
ek

at

t

.  

 

Pentru 0=a  avem  

kek
at

t

=⋅ −

∞→
lim  const .  

Pentru 0>a  avem  

.0lim =⋅ −

∞→

at

t

ek  

 

Solu ţ ia ecua ţ ie i  (1.14)  este stabi lă  dacă  0≠a .  In acest caz 
dacă  în locuim pe a  cu o valoare b  care are propr ietatea 

aab <−  atunc i b  are acelaş i  semn cu a  iar  so lu ţ ia va 

avea acelaş i  comportament.  

Dacă  0=a  atunc i o schimbare în valoare va conduce la 
0≠a  ş i ,  ev ident ,  o schimbare radicală  în comportamentul  

so lu ţ ie i .  Vom spune că  0=a  es te un punct  de b ifurca ţ ie  
pentru famil ia de parametr i  a  a i  ecua ţ ie i  (1.14).  
 

2.1.3. Puncte de echil ibru 

Considerăm EDO autonomă  (1 .9) .  Punctu l X∈*x  pentru 
care avem 
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0)f(x* =                                                             (1.15)  

se numeş te ″punct de echi l ibru″ .  Evident ,  *  x  =x  este 
solu ţ ie  pentru ecua ţ ia d iferen ţ ia lă  (1.9) .  

Punctu l *x  se mai numeş te ″punct f ix″ ,  ″solu ţ ie  
echi l ibru″ ,  ″punct sta ţ ionar″ ,  ″punct cr i t ic″ .  Noi vom folos i  
termeni i  ″punct de echi l ibru″  sau ″punct  f ix″ .  

Puncte le de echi l ibru pot  f i  c las if icate în func ţ ie  de 
comportamentul so lu ţ ie i  în vec ină tate lor .  Mai prec is,  un 
punct mater ial  care se mişcă  pe curba solu ţ ie se va  
apropia de punctu l de echi l ibru sau se va depăr ta de  
acesta ?  

După  c las if icarea puncte lor  de echi l ibru se poate face o  
aprec iere asupra comportamentulu i celor la l te solu ţ i i  a le 
ecua ţ ie i  d i feren ţ ia le  în func ţ ie  de pozi ţ ia punctu lu i ini ţ ia l .   

 
Exemplul  1   
Fie ecua ţ ia  log ist ică  (model pentru creş terea popula ţ ie i)  

 p 
K

p
      r    p 








−=′ 1  ⇒  p  

p
          p 








−=′

10
1

2

1
 

Luăm 
2

1
    r =  ş i  0    ≠K .  

Puncte le de echi l ibru sunt 10    =p ,  0    =p .  Avem 3 
regiuni  

0          <<∞− p  ,  10        0 << p  ,  ∞−<<           10 p  

 
Solu ţ i i le a l căror  punct in i ţ ia l  es te în vec ină ta tea lu i  

10    =p  se apropie de 10    =p  când ∞→t .  Solu ţ i i le a l  

căror  punct in i ţ ia l  este în vec ină ta tea lui  0    =p  se 
depăr tează  de acesta când ∞→t .  
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14
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10

8

6

4

2

0
2 4 6

 
 

2.1.4. Dependenţa de condi ţ i i le iniţ iale 

 

Considerăm func ţ ia f  din (1.4) ş i  in tervalu l de t imp 

att ≤− 0 .  F ie n
RDx ⊂∈ .  Spunem că  f  sat is face condi ţ ia  

L ipschitz  în raport  cu x  dacă  în  [ ] Datat ×+− 00 ,  avem 

2121 ),(),( xxLxtfxtf −≤− ,  

unde Dxx ∈21 ,  iar  L este o constantă  numită  constanta 
L ipschitz .  Despre f   mai spunem că  este Lipschitz cont inuă .  
 

Teorema  (Dependenţa de condiţ i i le iniţ iale)  

Fie ecua ţ ia (1.4) unde f  es te cont inuă  în x ş i  t  ş i  
L ipschitz cont inuă  (cu constanta L) .  Considerăm 

condi ţ ia in i ţ ia lă  ax =)0(  ş i  so lu ţ ia )(0 tx  în intervalu l  I  

ş i  

   condi ţ ia in i ţ ia lă  η+= ax )0(  ş i  so lu ţ ia )(txε  în  

intervalu l I .  
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Dacă  εη < ,  ε  pozitiv real, atunci 

           Lt
etxtx εε <− )()(0  

în  in tervalu l I .  
 
      Exemplu 

      Fie 0,x 2 ≥−=
•

tx  care are punctu l de echi l ibru 0    =x .  

Solu ţ i i le care au ca punct in i ţ ia l  0    0 ≠x  la t impul 0    =t ,  

arată  un comportament  cal i ta t iv  ş i  cant i tat iv d ifer i t  pentru  
0    0 <−= ηx ,  respect iv 0    0 >= ηx .  Acesta este c lar  d in 

solu ţ ia ( ) 0,x(t) 0

11

0 ≠+=
−−

xtx .  Dacă  0    0 <x  so lu ţ i i le  

devin nemărg ini te într-un in terval  de t imp f in i t .  
 

 
     
 În cont inuare vom studia rezolvarea EDO l in iare de forma  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ....              1  

1  

)( ++ −
− txtatxta

n

n

n

n  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tgtxtatxta                 01 =+′⋅+                           (1.16)  

 

unde ( )tx  este o func ţ ie reală  de var iabi la independentă  t .  

De notat că  în forma (1.16)  nu întâ ln im produse în ( )tx  ş i  

der ivate ale ei ,  iar  puterea lui  ( )tx  ş i  a der ivate lor  este 
doar  unu.  

     Coef ic ien ţ i i  ( )tai ,  ni  ,0    =  ş i  ( )tg  sunt func ţ i i  de t .  Se 

pot întâ ln i  func ţ i i  nu le sau nu,  func ţ i i  l in iare sau nel in iare.  
Doar func ţ ia necunoscută  ( )tx  ş i  der ivate le e i  arată  că  o  
ecua ţ ie  es te sau nu l in iară .  
     Vom studia ş i  rezolvarea s istemelor de EDO l iniare de 
ord inul I  date de (1.10).  
      În  ambele s i tua ţ i i  ne vom ocupa de cazur i le  par t icu lare 

1=n  ş i  2=n .  
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2.2. REZOLVAREA EDO LINIARE 

Considerăm EDO l iniare,  

C    xA    x +⋅=
•

, nR ∈x                                             (2.1)  

unde nn
RRA →:  este un operator  în nR  iar  nRC∈  un 

vector d in nR .   
 

Fie cazul  autonom omogen,  

x A    x =
•

, nR ∈x                                                     (2.2)  

ş i  condi ţ ia  in i ţ ia lă  ( ) 00 x     x = ,  nR   ∈x .  

 
Solu ţ ia  unică  a ecua ţ ie i  (2.2)  es te 

( ) 0x    e    t  x
tA ⋅=                                                      (2.3)  

unde pr in A
e  am notat  exponen ţ ia la matr ice i A .  

 

Definiţ ia 2.1.  Fie A  o matr ice n    n ×  cu coef ic ien ţ i  

constan ţ i .  Atunc i exponen ţ ia la lu i  A ,  notată  A
e ,  se 

def ineş te  pr in  ser ia de puter i  

∑
∞

=

=
0 !    k

K
A

K

A
     e  

 
Lăsăm ca temă  demonstra ţ ia  faptu lu i  că  (2 .3) es te unica 

solu ţ ie  pentru ecua ţ ia (2.2) .  
 
Solu ţ ia (2.3) ne permite să  rezolvăm ecua ţ i i  l in iare 

neautonome ş i  neomogene de forma,  

( )t g    x A    x +=
•

, nR ∈x                                           (2.4)  
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unde n  nA ×  este o matr ice cu coef ic ien ţ i  constan ţ i  iar  

( ) nRtgg ∈=   pentru nR   ∈t .  

 
Cons iderăm condi ţ ia  in i ţ ia lă  

( ) 00 x     x = ,  n

0 R ∈x                                                (2.5)  

Pentru a găsi  solu ţ ia  problemei (2.4) +  (2.5) notăm 

( ) ( )t  x    e    t  y tA ⋅= −    ş i    ( ) ( ) 000 x      x      y ==  

( )t ge    xAe    x    e    y tA tA tA −−
•

−
•

=−⋅=  

In tegrând avem: 

( ) ( )ds s g e     ds s y 

t

sA

t

∫∫
−=′

00

 

( ) ( ) ( )ds s g e      y    t y

t

sA

∫
−=−

0

0  

( ) ( ) ( )ds s g e      x    t x e

t

sAtA

∫
−− =−

0

0  

Ob ţ inem 

( ) ( )ds s g e  e   x e    t x

t

sAtAtA

∫
−+=

0

0                                (2.6)  

so lu ţ ie  pentru problema (2.4)  +  (2 .5) .  
 

Ecua ţ ia  (2.2) es te un caz par t icu lar  pentru ecua ţ ia  
l in iară  neautonomă  ş i  omogenă ,  

( ) x    t A    x ⋅=
•

,  nR ∈x                                              (2.7)  

O propr ietate a EDO l in iare es te ″pr inc ip iu l  
superpozi ţ ie i″ .  
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Dacă  pentru o EDO l in iară  în  nR  putem găs i n  so lu ţ i i  

( ) ( )t x   t x n,....,1  independente,  atunc i  or ice a l tă  so lu ţ ie  poate 

f i  scr isă  ca o combina ţ ie l in iară  de nx   x ,....,1 .  Mai prec is,  o 

a ltă  so lu ţ ie  este 

( ) ( ) C    t     t x ⋅Φ=                                                    (2.8)  

unde nR ∈C  este un vector constant iar  ( )t  Φ  este o 

matr ice n    n ×  a le căre i co loane sunt  solu ţ i i le ( )t xi ,  n     i ,1=  

( ) ( ) ( )[ ]t x   t x    t n,....,1=Φ .                                          (2.9)  

 

( )t Φ  se numeş te matr icea fundamentală  pentru 

problema (2.2) .  Din condi ţ ia in i ţ ia lă  ( ) ( ) Cxx  0        0 0 ⋅Φ==  

deducem că  solu ţ ia  pentru (2.2)  se scr ie ş i  

( ) ( ) ( ) 0

1
0 x      t     t x

 
⋅Φ⋅Φ=

−
                                        (2.10)  

 
Comparând (2.10) cu (2.3) deducem că  

( ) ( ) 1
0

 tA      t     e
−

Φ⋅Φ= .  

Matr icea fundamentală  va f i  ut i lă  în  studiu l problemei 
(2.7)  unde A  are coef ic ien ţ i  per iodic i ,  i .e  

( ) ( )T    t A    t A +=   ,    0>T  

 
2.2.1 Rezolvarea EDO liniare de ordinal  I  în R  

 
Considerăm cazul  autonom omogen 

0    ax    x =+
•

                                                            (2.11)  
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Din paragrafu l 2.1 ş t im că  so lu ţ ia pentru (2.11) este 

( ) ate    K    t x −⋅=  (caz par t icu lar  pentru solu ţ ia (2.3))  unde K  
se poate af la d in condi ţ ia in i ţ ia lă  

( ) 00 x     x =                                                           (2.12)  

Solu ţ ia  problemei (2.11)+(2.12)  este ( ) at
extx

−⋅=          0 .  

 
Cons iderăm cazul  autonom neomogen.  
Fie ecua ţ ia  

bx   ax      =+
•

                                                            (2.13)  

ş i  condi ţ ia  ( ) 00 x     x =  

                                                                  
Solu ţ ia  (2.13)  este 

( ) abeKtx at /        +⋅= −                                                 (2.14)  

pentru 0≠a  ş i  

( ) 0     xtbtx +⋅=                                                         (2.15)  

pentru 0=a .  

 
În (2.14) K  es te o constantă  ce se determină  d in 

abx /  -K 0= .  

Solu ţ ia  (2.14)  are două  păr ţ i :  

( ) at 

c ke    t x
−= ,    ″solu ţ ia complementară″  

ş i  

( )
a

b
    t xp =        ″echi l ibru l″  

ob ţ inut d in (2.13)  punând 0    x =
•

.  

Observăm că  ( )t xc  ş i  ( )t xp  sunt ambele solu ţ i i  pentru 

(2.13).  Conform pr inc ip iu lu i superpozi ţ ie i  suma lor  



          Petre Bazavan          
 
 

  25

( ) ( ) ( )t x    t x    t  x pc +=  

este ş i  ea solu ţ ie pentru (2.13).  

Punctu l  de echi l ibru px  se mai  numeş te ş i  ″punct f ix″ .  

Solu ţ ia  pentru problema (2.13) +  (2.12) este:  

( )
a

b
   e 

a

b
    x    t x

ta +







−= ⋅−

0                                      (2.16)  

Studiem compor tamentul  so lu ţ ie i  (2.16).  

Pentru 0    a <  avem: 

( )( ) ∞=+⋅− ⋅−

∞→
     // lim 0

    
abeabx

ta

t
  pentru   

a

b
x     0 >  

( ) ∞−=
∞→

      t  x  
    t

lim                       pentru    
a

b
    x <0  

( )
a

b
    t  x  

    t
=

∞→
lim                          pentru    

a

b
    x =0  

 

0

a

b
    x <0

a

b
    x >0

a

b

0    a <
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Pentru 0    a >  avem: 

( )( ) ababeabx
ta

t
/    // lim 0

    
=+⋅− ⋅−

∞→
     pentru 

a

b
    x <0  ş i  

a

b
    x >0 .  

 

a

b

0    a >

( )t x

( )p x

 

În cazul 0    a <  punctu l de echi l ibru es te ″ instabi l″  iar  în  
cazul  0    a >  punctu l  de echi l ibru es te ″as imptot ic  s tabi l″ .  

Exemplu   102     x     x =+
•

   ,      ( ) 80 0     x      x ==  

( ) 53
2

10

2

10
8 22

  e       e          t x
t t +=+








−= ⋅−⋅−

 

 

Considerăm cazul  neautonom omogen 

   ( ) 0    x t a    x =+
•

                                                (2.17)  

cu condi ţ ia  
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       ( ) 00  x  x = .                                                       (2.18)  

 
Solu ţ ia  pentru (2.17)  este 

( )
( )∫⋅=

− dt  t a 

e K  tx                                                (2.19)  

unde K  este o constant ce se determină  d in condi ţ ia  
(2.18).  
 

Exemplu 

 02     x t     x =+
•

   ,      ( ) 00 x      x =  

Solu ţ ia es te ( )
22  tdt t  

e Ke K  tx 
−−

⋅=∫⋅= ,  ( ) K  x      x == 00  

⇒  ( )
2 2

0  t 
e xtx 

−⋅= .  

 

Considerăm cazul  neautonom neomogen 

    ( ) ( )t g    x t a    x =+
•

                                           (2.20)  

cu condi ţ ia  (2.18) .  
 

Solu ţ ia  pentru (2.20)  este 

( )
( )

( )
( )








 ∫
⋅+⋅∫= ∫

−
dtet g  K  e    t x

dt t adt t a 

                     (2.21)  

unde K  este o constantă  ce se determină  din condi ţ ia  
(2.18).  
 

Exemplu  

25
2

 t   x  
t

   x =+
•

  ,    ( ) 01 x      x =  

( ) 2ln ln 2
 

1
 2 

2
    

          
2

teeeee
 tt dt

t
dt

t
dtta

===
∫

=
∫

=∫  
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( )

22

2
11

t
  

e

  e  e
dt 

t
 

dt 
t

 dt t a 

=
∫

=
∫

=∫ −−
 

( ) [ ] [ ] [ ]5

2

4

2

22

2

11
5

1
tK 

t
    dttK  

t
    dtttK  

t
  t x +=+=⋅+= ∫∫  

( ) 3

201 t    
t

K
    x     x +==   ⇒   10  Kx +=   ⇒   10  xK −=  

 
În  cont inuare prezentăm al te metode de rezolvare a 

EDO l in iare de ord inul  I  care se apl ică  unor  forme 
par t icu lare de EDO: 

−  metoda factorulu i integrant;  
−  EDO separabi le.  

 
Rezolvarea EDO l in iare de ord inul I  pr in metoda factorulu i  
integrant  
 

Fie o EDO l in iară  de ord inul I  sub forma 

( ) ( )t g    x t p    
dt

dx
=+                                              (2.22)  

unde ( )t p  ş i  ( )t g  sunt func ţ i i  cont inue. Cons iderăm că  

ex istă  o func ţ ie ( )t µ  numită  factor de in tegrare  ş i  

mult ip l icăm (2.22) cu ( )t µ :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t gt     xt pt     
dt

dx
  t ⋅µ=⋅µ+µ                          (2.23)  

Mai  cons iderăm că  ( )t µ  sat is face:  

( ) ( ) ( )t     t pt µ′=⋅µ                                                 (2.24)  

Atunc i,  (2.23)  devine 
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( ) ( ) ( ) ( )t gt     xt     
dt

dx
  t ⋅µ=⋅µ′+µ                               (2.25)  

Dar membrul s tâng este ( ) ( )( )t xt ⋅µ  ş i  atunc i (2.25)  
devine:  

( ) ( )( ) ( ) ( )t gt   t xt ⋅µ=
′

⋅µ                                        (2.26)  

În tegrând (2.26)  avem: 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫µ=
′

µ dt t g t    dtt x t   ;   

( ) ( ) ( ) ( )∫µ=+µ dt t g t     ct x t  ⇒   

( )
( ) ( )

( )t 

c    t g t 
    t x

µ

+µ
=
∫

                                          (2.27)  

Rămâne să  determinăm pe ( )t µ .  Din (2.24)  rezul tă  

( )
( )

( )t p    
t 

t 
=

µ

µ′
 ⇔  ( )( ) ( )t pt  =

′
µln  ⇒  ( integrare)  

( ) ( )dt t p    K    t  ∫=+µln ⇔ ( ) ( ) K    t p    t  +=µ ∫ln ⇒  

(exponen ţ iere)  

( )
( ) K  dt t p

e    t 
+∫=µ

( )dt t pK
e  e ∫⋅=

( ) dt t p

e  K ∫⋅=                 (2.28)                                                

 

Observa ţ ie  Se poate renun ţa la K  pr in împăr ţ i re ş i  

cons iderând 
K

C
    C ≡ .  

Solu ţ ia EDO l in iară  de ord inul I  es te (2.27) unde ( )t µ  
sat is face (2.28) .  

 
Algoritm  
1.  Pune ecua ţ ia d iferen ţ ia lă  în forma (2.22) .  
2.  Găseş te fac toru l  de in tegrare cu formula (2.28) .  
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3.  Mul t ip l ică  în ecua ţ ia d iferen ţ ia lă  sub forma (2.22)  
ambi i  membri i  a i  egal i tăţ i i  cu ( )t µ  ş i  ver i f ică  membrul  

stâng să  f ie  de forma ( ) ( )( )t x t µ .  
4.  In tegrează  ambii  membr i i .  
5.  Solu ţ ia  es te conform (2.27) ş i  (2 .28) .  
 

Exemplul  1.  

1      2    2 +−=+′ ttyyt   ;   ( )
2

1
1      y =  

           t    :⇓  

t
        t    y 

t
    y

1
1

2
+−=+′  

( ) 22ln
2

lnln22

2

t  e  e    e   e  e    t t  t   t   t

dt
 dt  

t
 

====
∫

=
∫

=µ  

t  t  t    ty     yt +−=+
•

232 2  ⇔  ( ) t  t  t  yt +−=
′ 232  ⇔  

⇔  ( ) Ctttdttttyt   
2

1
  

3

1
  

4

1
         234232 ++−=+−= ∫  

( )
2

2     
2

1
     

3

1
   

4

1
     

t

C
ttty ++−=   ş i  ( )

2

1
    1 =y  

Atunc i ( )
2

2

12

1

2

1

3

1

4

1

t 
        t   t     t y ++−=  
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( )t y

 
Exemplul  2.  

( ) 435 42sin2 t tt t    y    yt +−=−′    ,     ( ) 4

2

3
π=π       y  

                t    :⇓  

( ) 324 42sin
2

t   t    t   t    y 
t

    y +−=−′  

( ) 22lnln2
2

 
 

t  t    
dt 

t
 

t  e    e  e    t −−−−

===
∫

=µ .  Înmul ţ im ecua ţ ia cu 

( )t µ .  

( ) ( ) t         t  t  yt    y
t

    yt 412sin
2 222 +−=

′
=








−′ −−  

( ) ( ) ( ) ∫∫∫ +−+=− dt t     dt     dt t t    t yt 412sin22  

( ) ( ) ( ) ( )   2 cos  
4

1
     2 sin  

2

1
     2  cos 

2

1
-     22

ttttttyt ++=−   

              ctt    2      2 ++−  



           Sisteme Dinamice 
 
 

  32

( ) ( ) ( ) ( )   2 cos 
4

1
     2 sin 

2

1
     2 cos 

2

1
      234

ttttttty ++−=  

           243     2    tctt ++−  

Din ( ) 4

2

3
π=π       y  ⇒  

4

1
        c −π= .   

Exemplul  3.  

( )t       y    y 3sin42 =−′    ,     ( ) 00 y     y =  

( )t       y     y 3sin2
2

1
=−′  

( ) 22

1 t
 dt  

e  e    t 
−−

=
∫

=µ   ⇒   ( )t   e     y      y e

tt
 

3sin2
2

1
22

−−

=−′  

( )t   e   y e

t
 

t
 

3sin2 22
−−

=

′











 ⇔  ( ) c dt t   e ye

t
 

t
 

+= ∫
−−

3sin2 22  

( ) ( ) ct   e     t  e      ye

t
 

t
 

t

+−−=
−−−

3sin
37

4
3cos

37

24
222  

( ) ( ) ( ) 23sin
37

4
3cos

37

24
t

ce    t        t           t  y +−−=  

 

EDO l in iare ord inul I  −  Ecua ţ i i  d i feren ţ ia le  separabi le  
 
Forma generală  es te:  

( ) ( )x M    
dx

dy
  y N =                                                (2.29)  

( ) ( ) dx  x M  y  d  y N =  

( ) ( )∫∫ = dx  x M     yd  y N                                       (2.30)  

Exemplul  1  
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xy     
dx

dy 26=   ,   ( )
25

1
1      y =                                                   

dx x     dyy 62 =−   ;    ∫∫ =− dx x     dyy 62   ;    c  x     
y

  +=− 23
1

 

( ) c         +=−
2

13

25

1

1
  ⇒   28     c −=   

⇒  283
1 2   x     
y

  −=−   ,    ( )
2328

1

x 
    x y

−
=  

0328 2
    x     =− ⇒ 05505.3

3

28
            x ±≈±=  ⇒  in tervale 

de val id i tate 

3

28
      x      −<<∞− ,

3

28

3

28
    x      <<− ,  ∞<<     x    

3

28
 

Din ( )
25

1
1      y =  ⇒  

3

28

3

28
    x      <<−  este intervalu l  de  

val id i ta te pentru solu ţ ie.  
Exemplul  2  

42

443 2

    y 

   x   x 
    y

−

−+
=′    ,     ( ) 31      y =  

( ) ( )dx xx    dy y 44342 2 −+=−  ⇒  

( ) ( )∫ ∫ −+=− dx  xx    dy y 44342 2  

cxxxyy +−+=− 424 232  

Din ( ) 31      y =             ⇒   2      c −=  

Dec i  ( ) 02424 232         x   x   xy   y =−−+−−  
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Solu ţ ia  este 

( )
( ) ( )( )

=
−−+−−±

=   
x x x          

    x y
2

24214164 23

 

           
( )

2

2424164 23 −−++±
=

x x x         
 

2422 23 +−+±= x x x      

Din ( ) 31      y =  avem ( ) 122421213                  y   ±=+−+±== .  

⇒  doar solu ţ ia  cu p lus  (″+″)  este bună .  

In tervalu l de val id i tate es te de 

0242 23
    x x x ≥+−+  ⇒  0242 23

    x x x ≥+−+  pentru  
36523.3      x −=  ş i  două  rădăc in i complexe.  

 
Exemplul  3  

2

3

1 x

xy
    y

+
=′     ,      ( ) 10        y −=  

( ) dx x     x    dyy
  

2

1
23 1

−
+=   ,    ( ) dx x     x    dy y

 
2

1

23 1
−

−

∫∫ +=  

( )







−=

++=−

10

1
2

1 2

2

       y

cx    
y 

  
⇒

2

3
      c −= ⇒

2

2

123

1

x     
  y

+−
=  

( )
  x   

    x  y
2123

1

+−
±=  

Din condi ţ i i le  in i ţ ia le rezul tă  ( )
  x   

    x  y
2123

1

+−
−= .  

In tervalu l de val id i tate es te dat de 
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0123 2
    x     >+−   ⇒   2

4

5
 x  >   ⇔   

2

5

2

5
    x      <<−  

Exemplul  4  

θ
=

θ

2
r

    
d

dr
  ,    ( ) 21       r =  

∫∫ = dθ  
θ

     dr  
r

 
11

2
 ,   c           

r
  +θ=− ln

1
 

( ) c           +=− 1ln
2

1
  ⇒   

2

1
      c −=  

2

1
ln

1
           

r
  −θ=−   ⇒   

       

    r

θ−

=

ln
2

1

1
 

0ln
2

1
           =θ− ⇒  

2

1
ln        =θ ,  2

1

e      =θ ,  e      ±=θ  

 
Patru intervale de val id i tate pos ib i le:  

e            −<θ<∞−  

0        e  <θ<−  

e        <θ<0  

∞<θ<         e   

Dar pentru condi ţ i i le  in i ţ ia le trebuie 1    =θ .  Rezul tă  

e        <θ<0 .  

 

Exemplul  5  

( ) ( )21sec t  y e    
dt

dy t  y += −
  ,   ( ) 00      y =   
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( )
( )2 1  

 cos

1
        t

y
ee

dt

dy ty +⋅⋅= −
 

( ) ( )dt t e    dy y e t y 21cos += −−
 

( ) ( )∫ ∫ += −− dt t e   dy y e t y 21cos  

( ) ( )( ) ( ) c    tt e     y     y  
e t

y 

+++−=− −
−

32cossin
2

2  

Din ( ) 00      y =  ⇒  
2

5
    c = .  

Rămâne în forma impl ic i tă .  
 

2.2.2 Rezolvarea EDO liniare de ordinal  I I  în R  

 
Cons iderăm forma generală  

     ( ) ( ) ( ) ( )tgxtcxtbxta                  =+⋅+
•••

 

 

unde necunoscuta este RR:xx(t),x →= .  

 

Fără  a p ierde general i ta tea, împăr ţ im cu ( ) 0     ≠ta  ş i  avem 

      ( ) ( ) ( )tgxtcxtbx              =++
⋅••

                                       (3.1)  

În  (3.1) am notat  
2

2

    
dt

xd
x =
••

 ,  
dt

dx
x     =
•

.  

Def in im operator i i  d i feren ţ ia l i  ( )
i

i
i

dt

xd
xD     =  ,  2 ,1    =i .  

Atunc i ecua ţ ia  (3.1) se scr ie 
 

     ( ) ( )[ ] ( ) ( )tgtxtcDtbD            2 =++                                 (3.2)     
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sau 

     ( ) ( ) ( )tgtxDL         =                                                  (3.3)  

      

      Ecua ţ ia  (3.1) este neomogenă  dacă  ( ) 0     ≠tg  ş i  

omogenă  dacă  ( ) 0     =tg .  

     Ecua ţ ia (3.1) este neautonomă  când coef ic ien ţ i i  sunt  
func ţ i i  de t  ş i  autonomă  când aceş t ia  nu depind de t ,  i .e .  
      

      ( ) btb      =  ,   ( ) ctc      = ,  ( ) gtg      =  ,   

     unde b, c ,  g  sunt  constante reale.  
 

          Observa ţ ie  F ie două  func ţ i i  ( )tf  1  ş i  ( )tf  2  der ivabi le .  

     Numim Wronsk ianul  func ţ i i lor  1f  ş i  2f  măr imea 

     ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )









=

tftf

tftf
tffW

  

  
 det      ,  

'

2

'

1

21

21  ,     Rt     ∈  

     Func ţ i i le 1f  ş i  2f  sunt l in iar  independente dacă  

( ) ( ) 0      , 21 ≠tffW  pentru or ice t .  

     Atunc i ,  so lu ţ i i le ecua ţ ie i  (3.1),  ( )tx  1  ş i  ( )tx  2  sunt l in iar  
independente  dacă  W ronsk ianul lor ,  

( ) 







=

)()(

)()(
  det     

'

2

'

1

21

txtx

txtx
tW  este d ifer i t  de zero, ( ) 0     ≠tW ,  

Rt       ∈∀ .  

     Pentru ecua ţ ia (3.3) ,  so lu ţ ia d in cazul  omogen ( i .e.  
( ) 0     =tg )  es te solu ţ ia  complementară .  O notăm cu ( )txc .  

     Solu ţ ia ecua ţ ie i  (3.3) d in cazul  neomogen ( i .e.  
( ) 0     ≠tg )  es te solu ţ ia  par t icu lară .  O notăm cu ( )txp .  
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     Conform pr inc ip iu lu i superpozi ţ ie i  
 

     ( ) ( ) ( )txtxtx pc          +=                                               (3.4)  

este solu ţ ie pentru (3.1).  
 
     Cazul  autonom omogen  
 
     În acest caz ecua ţ ia (3.1)  se scr ie 

     0            
.

=++
••

cxbx                                                   (3.5)  

sau 

     ( ) ( ) 0       =txDL                                                      (3.6)  

      
     Aceste i  ecua ţ i i  î i  asoc iem ecua ţ ia caracter ist ică  

     0            2 =++ cbλλ                                                  (3.7)  

      

     F ie 1λ  ş i  2λ  rădăc in i le  ecua ţ ie i  (3.7) .  

      
     Teorem 2.2.   EDO l in iară  (3.5)  are solu ţ ia  

( i )  ( ) tt
eAeAtx 21

21          λλ +=   

dacă  1λ  ş i  2λ  sunt reale ş i  d ist incte 

( i i )  ( ) ( )21

           AtAetx t += λ   

dacă  1λ  ş i  2λ  sunt reale ş i  egale,  i .e.  λλλ == 21   

( i i i )  ( ) ( )tBtBetx t ββλ sin    cos       21

 +⋅=   

dacă  1λ  ş i  2λ  sunt  

numere complexe conjugate,   

βαλ i        1 += ,  βαλ i        2 −= .   
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1A ,  2A ,  1B ,  2B  sunt  constante care 

 se determină  d in condi ţ i i le  in i ţ ia le .    

      
     Exemple pentru cele 3 cazur i  a le teoremei 2.2.  
      
     Exemplu l  1  

     0  6  =−+
•••

xxx  

     Ecua ţ ia caracter ist ică  062 =−+ λλ  are rădăc in i le  

2    1 =λ ,  3    2 −=λ .  

     Solu ţ ia este ( ) tt eAeAtx 3

2

2

1          −+= .   

 
Exemplul  2  

      0    2 =−+
•••

xxx  ,   ( ) 3    0 =x   ,    ( ) 2    0 
.

=x  

      Ecua ţ ia caracter ist ică  01 2 2 =−+ λλ  are rădăc in i le  

2

1
    1 =λ ,  1    2 −=λ .  

( ) t
t

eAeAtx  

2
2

1

1          −+=  

 ( ) t
t

eAeAtx
 

2
2

1

1      
2

1
     −

•

+=  

              ( ) 3            0 21 =+= AAx  

              ( ) 2         
2

1
    0 21 =−=

•

AAx  

      5      
2

3
1 =A  ⇒  

3

10
    1 =A  ,   

3

1
      2 −=A  
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      Dec i ( ) t

t

eetx
 2  

3

1
     

3

10
     −−=  este solu ţ ia d in aces caz.  

 
      Exemplul  3  

     0  9 6 =+−
•••

xx  

     0962 =+− λλ  ⇒  32,1 =λ  

     Solu ţ ia generală  este ( ) ( ) teAtAtx 3

21           +=  

       
      Exemplul  4  

      0  10 2 =++
•••

xxx  ,   ( ) 5    0 =x  ,   ( ) 4    0 
.

=x  

      01022 =++ λλ   ⇒   i3    1  2,1 ±−=λ  

      ( ) ( )tBtBetx t- 3sin3cos     21

 +=  

      ( ) ( )tBtBeeBtx tt- 3cos 33sin 3       21

  

1 +−+−= −
•

 

 ( ) 5        0 1 == Bx         

⇒  
5    1 =B  

 ( ) 4     3    5    0 2 =+−=
•

Bx  
3    2 =B  

      ( ) ( )ttetx t- 3sin33cos5      += .  

 
 
      Cazul  neautonom ş i  neomogen  -  Rezolvare cu metoda 
operatoru lu i  invers  
 
      Vom cons idera EDO l in iară  de ord inul  I I  sub forma 

      ( )tgcxbxx              =++
•••

                                            (3.8)     
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unde coef ic ien ţ i i  necunoscute i ş i  a i  der ivate lor  sunt încă  
va lor i  constante.  
 
      Conform (3.2)  operatoru l d i feren ţ ia l  es te 

      ( ) ( ) xcbDDxDL        2 ++=  

iar  ecua ţ ia  (3.8) se scr ie s imbol ic  

      ( ) ( ) ( )tgtxDL         =                                                 (3.9)  

         
     Solu ţ ia part iculară  poate f i  găs ită  pr in  

      ( )
( )

( )tg
DL

txp   
 

1
     =                                              (3.10)  

unde 
( )DL 

1
 este operatoru l d i feren ţ ia l  invers ş i  poate f i  

interpretat ca o in tegrare, i .e .  

     
( )

( ) ( )∫= dttgtg
DL

        
 

1
 

      
     Observa ţ ie  F ie EDO l in iară  de ord inul  I .  

     ( )tgaxx          =+
•

                                                   (3.11)  

sau 

     ( ) ( ) ( )tgtxaD        =+  

     Solu ţ ia par t icu lară  pentru (3.11) este 

( ) ( )tg
aD

txp   
1

    
+

= .  

     Dar,  conform paragrafulu i precedent ,  solu ţ ia generală  a  
ecua ţ ie i  (3.11)  es te 

     ( ) ( ) ( ) ( )txtxdttgeeAetx pc

atatat +=⋅+= ∫
−−    .  

     Deci  
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     ( ) ( ) ( )dttgeetg
aD

tx
atat

p         
1

     

∫
−=

+
=                        (3.12)  

      
     Revenim la cazul  EDO l iniare de ord inul I I  date de 
ecua ţ i i le (3.8)  sau (3.9).  
     Vom cons idera cazul în care ecua ţ ia  caracter ist ică  
asoc iată ,  

     02 =++ cbλλ ,  

are rădăc ini  reale ş i  d ist inc te, 21 λλ ≠ .  

      Operatoru l  d i feren ţ ia l  poate f i  rescr is  

      ( ) ( ) ( ) xDDxDL         21 λλ −−=  

       
      Ecua ţ ia  (3.9) devine 

      ( ) ( ) ( ) ( )tgtxDD       21 =−− λλ                                   (3.13)  

       

      Solu ţ ia par t icu lară  ( )txp  pentru ecua ţ ia (3.8) poate f i  

găs i tă  in tegrând de două  or i  ecua ţ ia  (3.13) .  

      Real izăm o pr imă  integrare corespunză tor  lu i  1λ−D .  

      ( ) ( ) ( ) ( )dttgeetg
D

xD
ttt

p       
1

     11  

1

2 ⋅⋅=
−

=− ∫
− λλ

λ
λ  

      După  a doua integrare,  avem 
      

( ) ( )( ) =⋅⋅
−

= ∫
−

     
1

    11  

2

dttgee
D

tx
tt

p

λλ

λ

( )[ ] =⋅⋅⋅ ∫∫
−−       1122 dtdttgeeee

tttt λλλλ  

                                                  
( ) ( )[ ]dtdttgeee

ttt        2212   ⋅⋅⋅= ∫∫
−− λλλλ .  
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     Exemplu  

     t
exxx     6    5    =+−

•••

 

     ( ) ( )3 2    6 52 −−=+− λλλλ  

     

( ) ( ) ( )( ) =⋅⋅⋅= ∫∫
−−         3  232 dtdteeeetx tttt

p ( ) =⋅⋅ ∫∫
−      22 dtdteee ttt  

             =⋅⋅







−=







 −
⋅= ∫∫

−−    
2

1
        

2

1
   222

dteedteee
ttttt  

             ( ) ttt
eee  

2

1
    1

2

1
    2 =⋅−⋅⋅








−= −  

     Solu ţ ia completă  este:  

     ( ) ( ) ( ) ttt

pc eeAeAtxtxtx  
2

1
                 3

2

2

1 ++=+=  

      
     Regul i  pentru stabi l i rea operatoru lu i invers 
 

Expresie operator   Valoare px  

1.  

( )
at

m
e

D
 

1

α−
 

! m

et
atm

   ,  
... ,2 ,1    =m  

2.  
 bt

D
sin  

1
22 α+

 
22

  sin

ba

bt

−
 ,  

ba     ≠  

3.  

( )
ate

DL
 

 

1
 

( )α L

e
at

   ,  
( ) 0     ≠αL  

    
     Aceeaş i  metodă  ap l icată  in cazul  autonom neomogen,  

( ) gtg =  constant .  

     Ecua ţ ia este în acest  caz 
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     gcxbxx             
...

=++                                                (3.14)  

 
sau, sub formă  s imbol ică  

     ( ) ( ) gtxDL        =                                                    (3.15)  

unde 

      ( ) ( ) xcbDDxDL        2 ++=  

       
     Solu ţ ia par t icu lară  se ob ţ ine pr in apl icarea operatoru lu i 
invers  

      ( )
( )

)( 
 

1
    tg

DL
tx p =  

 
     Vom cons idera d in nou cazul rădăc in i lor  reale ş i  

d ist incte pentru ecua ţ ia caracter ist ică  02 =++ cbλλ .  F ie 

acestea 1λ  ş i  2λ .  

     Ecua ţ ia (3.15) se scr ie ( ) ( ) ( ) gtxDD        21 =−− λλ .  

     Integrăm corespunză tor  lu i  1λ−D .  Avem: 

     ( ) ( ) ( )            
1

     11

1

2 =⋅=
−

=− ∫
−

dtgeeg
D

xD
tttt

p

λλ

λ
λ  

    
11

         11

λλ
λλ g

ee
g tt −=⋅







− − . 

     Integrăm corespunză tor  lu i  2λ−D .  Avem, 
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( )

                                                                                                                                  

2222

11

=⋅⋅







−=








−⋅⋅= ∫∫

−−
dtee

g
dt

g
eetx

tttt

p

λλλλ

λλ

( )
    

1

2121

22

c

gg
ee

g tt =
⋅

==







−⋅⋅








− −

λλλλ
λλ  

 

deoarece c=⋅ 21 λλ . 

     Solu ţ ia generală  este ( ) ( )
c

g
txtx c           += .  

 
     Condi ţ i i  de stabi l i ta te pentru solu ţ ia EDO l in iară  de 
ord in I I  
   
     Ne vom refer i  la rezul tate le teoremei d in cazul  autonom 
omogen.  

     În cazul ( i)  pentru 0, 21 <λλ  ş i  în cazul ( i i )  pentru 0<λ  

vom avea ( ) 0     →tx  când ∞→t .  

     Tot în  această  s i tua ţ ie,  so lu ţ ia în  cazul  autonom 

neomogen ( )
c

g
tx      →  când ∞→t .  

     În ambele cazur i  solu ţ ia este stabi lă .  Spunem că  este  
″as imptot ic  s tabi lă″ .  Mai spunem că  întreg s is temul este 
as imptot ic  stabi l .  

     În cazul ( i i i ) ,  func ţ i i le tB βcos1 ,  tB βsin2  sunt per iodice 

cu f recven ţa 
β

π 2
 ş i  ampl i tudin i le 1B  ş i  2B .  Pr in 

mult ip l icare cu t
e

 α  osci la ţ ia es te încet in i tă  în  t imp dacă  
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0<α  ş i  măr i tă  dacă  0>α .  Condi ţ ia de stabi l i tate este 

0<α  ⇔  ( ) 0 Re <λ ,  unde βαλ i        ±= .  

      

     Dacă  0, 21 >λλ  sau 0>λ  pentru cazur i le ( i)  ş i  ( i i )  avem 

( ) ∞→tx  când ∞→t .  Solu ţ ia  es te instabi lă .  

 
 
     Cazul neautonom ş i  neomogen  -  Rezolvarea cu metoda 
coef ic ien ţ i lor  nedetermina ţ i  
 
     Avanta je  

     −  se reduce la o problemă  de a lgebră ;  

     −  în general nu este necesar  să  se calculeze solu ţ ia  
complementară .  
     
    Dezavanta je  

     −  es te apl icabi lă  doar pentru anumite t ipur i  de func ţ i i  
( )tg ;  

     −  este ut i lă  doar pentru cazul coef ic ien ţ i lor  b, c  
constan ţ i  în  ecua ţ ia (3.8) .  
 

     Metoda caută  o solu ţ ie ( )tx p   de o formă  care să  f ie în  

concordan ţă  cu termenul  l iber ( )tg .  

      
     Cazul  1 

     ( )tg  este exponen ţ ia lă .  

     ( ) btaetg      =  

      Se încearcă  ( ) bt

p Aety     = .  

      Ex .  ( ) tetg 53     =  ⇒  ( ) bt

p Aety     = .  
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      Cazul  2  

     ( )tg  este tr igonometr ică  −  în pr inc ipal s in sau cos.  

      Se încearcă  ( ) btAbtAtyp sin    cos    21 +=  dacă  

( ) bttg  sin     =  sau ( ) btctg   os     = .  

 
     Cazul  3  

     ( )tg  este un pol inom în t .  

      Se încearcă  ( )typ   po l inom în t  de acelaş i  grad ca ( )tg .  

       
      În  general se pot  face aleger i le  
 

( )tg  ( )typ   

bt
ae  bt

Ae  

ta   cos β  tBtA   sin      cos ββ +  

tbta   sin       cos ββ +  tBtA   sin      cos ββ +  

Pol inom în t  de gradul  n 
01

1  

1  ... AtAtAtA
n

n

n

n ++++ −
−  

      

         4 .  Iată  cateva a leger i  pentru solu ţ ia  par t icu lară  în  
cazul cand ( )tg  este o expres ie cu semne ş i  produse de 
func ţ i i  de bază .  
      

4.  1.  ( ) ttetg 4     =  ⇒  ( ) ( )BAtCety
t

p += 4      

                            ( )BAte t +≈    4  

4.  2.  ( ) taetg t βα  sin      =  ⇒  ( ) [ ]tBtAety
t

p ββα  sin     cos       +=  
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4.  3.  ( ) ( ) ttttg   cos   103   9     2 −=  ⇒  

( ) ( )( )tEtDCBtAttyp sincos 2 +++=  

 ( ) ( ) tCBtAttCBtAt sincos 22 +++++≈  

4.  4.  ( ) ( ) ( )ttetg t  9 cos 53        2 −−= −  ⇒  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tDCtetBAtety
tt

p 9 sin 9 cos      22 +++= −−  

4.  5.  ( ) tttg  6 sin 9     6 cos 4     −=  ⇒   

( ) tBtAtyp  6 sin      6 cos     +=  

4.  6.  ( ) 6       7 += tetg   ⇒   ( ) BAety
t

p        7 +=  

4.  7.  ( ) 9 3 sin 7  6     2 +−= tttg  ⇒   

( ) tEtDCBtAttyp 3sin3cos2 ++++=  

4.  8.  ( ) ttt eteetg 88  2 5   10     −− +−=  ⇒   

( ) ( ) tt

p eCBtAety
8      −++=  

4.  9.  ( ) tttttg  sin  5     cos     2 −=  ⇒  

        ( ) ( ) ( ) tFEtDttCBtAttyp  sin   cos  22 +++++=  

 Notă  

     Dacă  în (3.8) avem )()(    g(t) 21 tgtg +=  a tunc i so lu ţ ia  

par t icu lară  este )()(    (t)x
21p txtx pp +=  unde 

1px  ş i  
12px  sunt  

so lu ţ i i le lu i  (3.8) în care în locuim g(t)  pe rând cu )(1 tg  ş i  

respect iv )(2 tg .  

 
EDO l in iare omogene de ord inul I I  cu coef ic ien ţ i  
neconstan ţ i  
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     Este cazul  ecua ţ i i lor  de forma 

     ( ) ( ) 0               =++
•••

tcxtbx                                          (3.16)  

cu condi ţ ia  in i ţ ia lă  

     ( ) 00      xtx = , ( ) '

00      xtx =
•

                                          (3.17)  

unde în (3.16) coef ic ien ţ i i  ( )tb  ş i  ( )tc  depind expl ic i t  de t .  

      

     F ie două  so lu ţ i i  ( )tx  1  ş i  ( )tx  2  pentru (3.16)+ (3.17),  
l in iar  independente.  
     Conform pr inc ip iu lui superpozi ţ ie i ,  so lu ţ ia generală  
pentru (3.16) este 

     ( ) ( ) ( )txctxctx 2211          +=                                         (3.18)  

 
ş i  ea trebuie să  sat is facă  (3.17),  i .e.  

     
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





+==

+==

0

.

220

.

110

.
'

0

02201100

           

               

txctxctxx

txctxctxx
                           (3.19)  

      
    Solu ţ i i le s is temulu i  (3.19) sunt :  
 

     

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
  

  

    

0201

0201

02

'

0

020

1

txtx

txtx

txx

txx

c

••

•

= ,
( ) ( )

( ) ( )
  

  

    

0201

0201

0

'

1

01

2

txtx

txtx

xx

xx

c

••

•

=              (3 .20)  

 

sau fo losind W ronsk ianul  so lu ţ i i lor  1x ,  2x ,  

     ( ) ( ) ( )tWnottxxW       , 21  
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avem 

     

( )

( )
( )0

02

'

0

020

1
 

  

    
tW

txx

txx

c

•

= ,   

( )

( )
( )0

00

'

1

001

2
 

 
 

 
 

    
tW

xtx

xtx

c

•

=                    (3.21)  

 
 
 
     Teorema 2.3 (Abel )  

     Fie ( )tx  1 ,  ( )tx  2  două  so lu ţ i i  pentru (3.16 )+ (3.17) .  

     Atunc i  Wronsk ianul  ce lor două  so lu ţ i i  es te 

     ( ) ( ) ( ) ( )
( )∫⋅=

− dssb

etxxWtxxW
   

021021   ,       ,                      (3.22)  

      

     Observa ţ ie Dacă  absorbim ( ) ( )021   , txxW  ş i  evaluarea 

integra le i d in (3.22)  în  punctu l  0t ,  într-o s ingură  constantă  

atunci  

     ( ) ( )
( )∫⋅=

 dttb  

ectxxW       , 21                                      (3.23)  

 

Exemple pentru EDO l in iare autonome omogene de ord in I I  
 

1.  Ecua ţ ia  caracter is t ică  are rădăc ini  reale ş i  d ist inc te.  

0    5   4   =−+
•••

xxx  ,   ( ) 0     =ex ,   ( ) 1    0 =
•

x  

0    5   4   2 =−+ λλ   ⇒   5   1 −=λ ,   1  2 =λ  

( ) tt ecectx 2

5

1        += −   ⇒    ( ) tt ececetx 2

5

1    5         +−= −
•

 

( ) 0          0 21 =+= ccx   ⇒    12     cc −=  



          Petre Bazavan          
 
 

  51

( ) 1      5     0 21 =+−=
•

ccx ⇒ 1     5 11 =−− cc ⇒ 1     6 1 −=c ;  

6

1
      1 −=c ;  

6

1
    2 =c  

( ) tt
eetx  

6

1
   

6

1
       5 +−= −  

2.  Ecua ţ ia  caracter is t ică  are rădăc ini  reale confundate.  

0    4    4   =++
•••

xxx   ,   ( ) 3    0 =x   ,    ( ) 7    0 
.

=x  

( ) 0   2
2

=+λ   ,   2  2 ,1 =λ  

( ) tt tecectx 2

2

2

1        −− += ⇒  

( ) ( ) =++−= −−−    2      2     22

2

2

1

.
ttt teecectx  

      ttt tececec 2

2

2

2

2

1  2     2 −−− −+−=  

( ) 3        0 21 =+= ccx     ,     12     3  cc −=  

( ) 7     2     0 21 =+−=
•

ccx  ⇒   

7      3   2 11 =−+− cc , 4   3 1 =− c ,
3

4
     1 −=c ,  

3

13
    

3

4
    3   2 =+=c  

( ) tt
teetx

22  
3

13
   

3

4
       −− +−=                         

3.  Ecua ţ ia  caracter is t ică  are rădăc ini  complexe.  

        0     2    2   =++
•••

xxx   ,   ( ) 2    0 =x    ,    ( ) 1    0 
.

=x  

        0    2     2    2 =++ λλ    ⇒⇒⇒⇒    i    1   1 +−=λ   ,    i    1   2 −−=λ  

        ( ) tectectx tt  sin       cos      21

−− +=  
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( ) ( ) ( )tetectetectx tttt  cos     sin        sin     cos        21

−−−−
•

+−+−−=  

              ( ) ( ) tecctecc tt  sin       cos   2121

−− +−+=  

        

( )

( )





=+=

==
•

1        0 

2        0 

21

1

ccx

cx
   ⇒⇒⇒⇒    1     2 −=c  

 

         ( ) tetetx tt sin-cos2     −−=  

 

Exemple de rezolvare EDO l in iare neautonome, neomogene 
de or inul I I  -  Metoda operatoru lui  invers  
 
     Exemplul  1  

     txx         =+
•••

 

     F ie ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txDDtxDDtxDL   1         )( 2 +=+=  

      

     Ecua ţ ia este ( ) ( ) ttxDD       1 =+ .  

     ( )
( )

t
DL

txp   
 

1
     =  

     ( ) ( )
2

                    1
2

00 t
dttdtteetxD

tt ==⋅⋅=+ ∫∫
−  

     ( )
2

  
1

1
     

2
t

D
txp

+
= ⇒  

∫∫
−− == dtteedtteetx

tttt

p

22

2

1
    

2

1
)(

( ) =−⋅−=−= ∫∫∫    2     2    222 dtetteetdtteetdtte ttttt  
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                                          ( )22 1       2    −=+−= teeteet tttt  

      ( ) ( )
2

1
          

2

1
    1   

2

1
     22

+−=−= −
tttetx

t

p  

Solu ţ ia  generală  es te 

( )
2

1

2

1
)()(  x   2

21c +−++=+= −
ttecctxttx

t

p  

 
 
Exemple de rezolvare EDO l in iare neautonome, neomogene 
de or inul I I  -  Metoda coef ic ien ţ i lor  nedetermina ţ i  
 

     Cazul  1  ( )tg  es te exponen ţ ia lă  

1.1.  t
exxx

5 3     12    4    =−−
•••

 

Solu ţ ia  par t icu lară  va f i  de forma ( ) t

p Aetx
5     =  

( ) ( ) tttt eAeAeAe 5555  3     12    5 4   25 =−−  ⇒  
7

3
    =A  

( ) t

p etx
5  

7

3
       −=  

1.2.   Să  se rezolve:  

t
exxx

5 3     12     4    =−−
•••

 

( )
7

18
    0 =x  ,   ( )

7

1
      0 −=′x     

     Solu ţ ia generală  este ( ) ( ) ( )txtxtx pc            += ,  unde ( )txc  

este solu ţ ie pentru ecua ţ ia  omogenă  0     12     4    =−−
•••

xxx .  

      
      Ecua ţ ia  caracter is t ică :   
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     0    12     4  2 =−− λλ , 2  1 =λ , 6  2 =λ  ⇒⇒⇒⇒    

     ( ) tt

c tecectx
6

2

2

1        += −  

     ( ) ttt
etecectx

56

2

2

1   
7

3
         −+= −  ,   

( ) ttt
eecectx

56

2

2

1   
7

15
   6  2       −+−=′ −  

     D in condi ţ i i le ini ţ ia le:  

     

( )

( )








−=−+−=′

=−+=

7

1
      

7

15
     6     2    0 

7

18
    

7

3
            0 

21

21

ccx

ccx

    ⇒  2  1 =c ,  1  2 =c  

     Deci  ( ) ttt
eeetx

562   
7

3
     2     −+= − .  

      

     Cazul  2  ( )tg  es te tr igonometr ică  (s in sau cos) 

     txxx  2 sin     12    4    =−−
•••

 

     Încercăm ( ) tBtAtxp  2 sin      2 cos      +=  

  
( ) ( )[ ]tBtAtBtAtBtA 2sin2cos122cos22sin242sin42cos4 +−+−−−

 

t2sin=  

 

     ( ) ( ) ttBAtBA  2 sin     2 sin  16     8     2  cos  8     16  =−+−−  

     ⇒  




=−

=−−

0     61     8

0     8     16   

BA

BA
   ⇒   

40

1
    =A   ,    

20

1
      −=B    
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     ( ) tttxp  2 sin  
20

1
     2 cos  

40

1
     −=  

      

     Cazul  3 ( )tg  es te un pol inom în t  

     3       2     12    4    3 +−=−−
•••

ttxxx  

     Încercăm ( ) DCttBtAtxp                  23 +++=  

     ⇒  

( ) ( ) DCBtCBAtBAAt 12421286121212 23 −−+−−+−−+−  

32 3 +−= tt  

    













=−−

−=−−

=−−

=−

3     12     4     2 

1       12     8     6 

0     12     12   

2     12   

DCB

CBA

BA

A

    ⇒    

















−=

−=

=

−=

27

5
     

9

1
       

6

1
     

6

1
       

D

C

B

A

 

     Cazul  4  ( )tg  este sub forma unor  sume ş i /sau produse 
de func ţ i i  de bază .  

 4 .  1.  
t

etxxx
4      12    4    =−−

•••

 

Încercăm ( ) ( ) ( )BAteBAtCetx
tt

p +≈+= 44           

( ) ( )[ ]=+−++ BAteABAte tt 44 12444  

⇒  ( )−++ ABAte t 816164  

    ( ) tttt teeBAAtete 4444 12412 =−+−=  
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−==−

−==−

 
36

1
           ,   0     12     4 

12

1
           ,           1     12   

BBA

AA

 ⇒   

( ) ( ) 







−⋅+=

36

1
  134

tetx
t

p  

4.  2.  
teaxxx βα  sin       12    4    t=−−

•••

 

Încercăm ( ) ( )tBtAetx
t

p   sin       cos        ββα +=  

4.  3.  
( ) tcttxxx  os   103   9     12    4    2 −=−−

•••

 

Încercăm ( ) ( )( )tEtDCBtAttxp  sin      cos       2 +++=  

        ( ) ( ) tCBtAttCBtAt  sin       cos    22 +++++≈  

4.  4.  
( ) tcexxx t  9  os  5t3         12    4    2 −⋅−=−− −

•••

 

Încercăm ( ) ( )      9 cos        2 ++= −
tBAtetx

t

p  

                                ( ) tDCte t  9 sin  2 +−  

 
2.2.3 Rezolvarea EDO liniare de ordin superior în  R 

 
Revenim cu câteva aspecte generale legate de operatoru l  
d i feren ţ ia l .  F ie ℱ  spa ţ iu l  vector ia l  a l  func ţ i i lor  inf in i t  
d i feren ţ iab i le  RR → .   

     Def in im ″operatoru l de d iferen ţ iere″  D : ℱ  →  ℱ  as tfe l:  

     ffD ′=      

     Al ţ i  operator i  pot  f i  constru i ţ i  
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     D2  :  ℱ  →  ℱ ,  ( ) ( ) ffDDfD ′′=′=            ş i ,  în general ,  
( )nn ffD      = .  

      
     F ie EDO l in iară  de ord in n  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     ...            1  

1  

10 txtatxtatxta n

nn
•

−
− +++  

      ( ) ( ) ( )tgtxtan            =+                                                              (4.1)  

 

unde ( )tg  ş i  ( )tai  ,  ni  ,0    =  sunt func ţ i i  în t  d i feren ţ iab i le  

iar  ( )tx  es te func ţ ia reală  necunoscută .  

 
     Cons iderăm operatoru l  d i feren ţ ia l  astfe l încât  

     ,          
0

0
0

xx
dt

d
xD =








=   x

dt

d
xDx

dt

d
Dx

n

n
n        , ... ,     








=








=  

 
     Ecua ţ ia (4.1)  se poate scr ie:  

     ( ) ( ) ( ) ( )[ ]         ....           1  

1  

10 taDaDtaDta n

t

n

nn ++++ −
−  

      ( ) ( )tgtx        =⋅                                     (4.2)  

sau 

     ( ) ( ) ( )tgtxDL         =                                                  (4.3)  

      

      Ecua ţ ia (4.1) se numeş te ″neomogenă″ ,  iar  dacă  
( ) 0     ≡tg  ea se numeş te omogenă .  Ecua ţ ia (4.1) se 

numeş te ″neautonomă″ ,  iar  dacă  ( ) ia  =tai  constant pentru  

n0,...,i = ş i  ( ) g =tg  constant ,  atunc i ecua ţ ia (4.1) se  

numeş te ″autonomă″ .  
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     F ie ( ) ( ) ( )txtxtx n  , .... ,  , 21  so lu ţ i i  pentru (4.1) astfe l încât  

să  f ie  l in iar  independente,  i .e.  

     ( )

( ) ( ) ( )

0      det     

1  1  

2

1  

1

''

2

'

1

21

≠





















=

−−− n

n

nn

n

n

xxx

xxx

xxx

tW

L

MLMM

L

L

 

     Conform pr incip iu lui superpozi ţ ie i ,  ( )txC
n

i

ii    
1  

∑
=

 este 

solu ţ ie  pentru (4.1).  

     La fe l  ca în cazul  ecua ţ i i lor  de ord inul  I I ,  solu ţ ia ( )txc  a  

ecua ţ ie i  (4.1) d in cazul omogen ( i .e.  ( ) 0     =tg )  o numim 

″solu ţ ie complementară″  iar  so lu ţ ia ( )txp  d in cazul  

( ) 0     ≠tg  o  numim ″solu ţ ie part icu lară″  ş i  ea sat is face 

 

     ( ) ( ) ( )tgtxDL p         =                                                 (4.4)  

      
     Solu ţ ia generală  pentru (4.1)  es te 

     ( ) ( ) ( )txtxtx pc            +=                                              (4.5)  

 
     EDO l in iare autonome de ord in super ior  
 
     F ie ecua ţ ia (4.1)  omogenă  ş i  cu coef ic ien ţ i  constan ţ i ,  
 

     ( ) ( ) ( ) ( )        ...             1  

1  

10 txatxatxa n

nn ′+++ −
−  

                                         ( ) 0        =+ txan                   (4.6)  

sau 
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      ( ) ( ) ( )         ...            1

1  

10 nn

nn
aDaDaDatxDL ++++≡ −

−  

                                      ( ) 0     =⋅ tx                            (4.7)  

      
      Aceste i ecua ţ i i  î i  asoc iem pol inomul carater ist ic :  

     ( ) nn

nn
aaaap         ...             1  

10 ++++= − λλλλ                     (4.8)  

 
ş i  ecua ţ ia  caracter is t ică   

     ( ) 0     =λp                                                            (4.9)  

      
      Propoziţ ia  2 .1.  

a)  O combina ţ ie l in iară  de solu ţ i i  pentru (4.6)  este tot o  
solu ţ ie  pentru (4.6) ;  

b)  Der ivata unei  so lu ţ i i  pentru (4.6)  este tot o solu ţ ie  
pentru (4.6) .  

 
     Definiţ ia  2 .2.  O bază  a  solu ţ i i lor  lu i  (4.6)  este o 
mul ţ ime de solu ţ i i  nyy  , ... ,1  astfe l încât or icare a l tă  so lu ţ ie  

se scr ie ca o combina ţ ie l in iară  de nyy  , ... ,1  în tr-un s ingur 

mod.  
 
     Terema 2.4.  Fie problema (4.6)+(4.7)  ş i  ecua ţ ia  
caracter ist ică  asoc iată  (4.9)  cu rădăc in i le  nλλλ  , .... , , 21 .  

     Dacă  asoc iem o func ţ ie  ( )txx rr     =  f iecărei  rădăc in i rλ ,  

nr  , ... ,2 ,1    = ,  a tunc i so lu ţ ia (4.6)+(4.7)  este o combina ţ ie  

de rx ,  i .e.  

     ( ) ( ) ( ) ( )txctxctxctx nn      ...              2211 +++=                     (4.10)  

unde nccc  , ... , , 21  sunt  constante care se vor determina d in 

condi ţ i i le ini ţ ia le ,  iar  rx  sunt:  
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( i)  tre
λ  pentru f iecare rădăc ină  reală  s implă   

rλ  a  lu i  (4.9 ) ;  

( i i )  tre
λ ,  tktt rrr etette

λλλ 1  2  , ... , , −   

pentru f iecare rădăc ină  reală   

de mul t ip l ic i tate 1    >k ;  

( i i i )  ( )te r

tr βλ  cos  ş i  ( )te r

tr βλ  sin   

pentru f iecare pereche s implă  de  

rădăc in i complexe rrr iβλλ       ±= ;   

( iv)  ( ) ( ) ( )tetttete s

th

ss
sss βββ ααα

 cos , .... , cos , cos 1  − ,  

( ) ( ) ( )tetttete s

th

ss
sss βββ ααα

 sin , .... , sin , sin 1  −   

pentru f iecare pereche de  

rădăc in i complexe sss iβαλ       ±=   

de mul t ip l ic i tate 1    >h .   

 
 
 

     Exemple 
 

Ex.  1 ( ) ( ) 0     16   8  24 =+− xxx  

( ) ( ) ( )2224 2 2    16  8       +−=+−= λλλλλp .   

Rădăcin i le  sunt 2    1 =λ  ş i  2      2 −=λ ,   

ambele de mult ip l ic i tate 2.   

Solu ţ ia  es te ( ) ( ) ( ) tt
etccetcctx

2

43

2

21          −+++= .  

 

Ex.  2 
0     5     7     3    =−+−

••••••

xxxx  
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( ) 5     7   3       23 −+−= λλλλp ,   1    1 =λ ,   i2    1    3 ,2 ±=λ  

( ) ( )tctceectx
tt 2 sin    2 cos        321 ++=    

Ex.  3 ( )       =xDL  

( ) 0     2   2 5 4 4 2 23456 =++++++ xDDDDDD  

( ) ( ) ( ) 0    2     2   2     22
=+++= λλλλp  ⇒   

                  ( )iii     1 , ,    ±−±±=λ  

( ) +++= ttctctctx cossincos 321  

          ( )tctcettc
t sincossin 654 ++ −  

Ex.  4 ( ) ( ) 0         2        35 =++= xDDDxDL  

( ) 0     2       35 =++= λλλλp   ⇒   ( )ii     ,  ,0    ±±=λ  

( ) ttcttctctcctx  sin      cos      sin      cos         54321 ++++=  

Ex.  5 ( ) ( ) ( ) 0    4  4  54 234 =+′+++ yyyyy .  

     Rezul tă  că  ( ) 4454 234 ++++= λλλλλp  es te  

pol inomul caracter ist ic  asoc iat.  Rădăc in i le   

sunt:  ii   , ,2  ,2 −−− .  Rezul tă  că  so lu ţ ia  generală   

este ( ) tBtCBteAety tt  sin  cos  22 +++= −−   

unde A, B, C,  D  sunt  constante arb i trare.  
 

     EDO l in iare neautonome, neomogene de ord in super ior  
 
     Vom considera cazul  

( ) ( ) constataconstata nn         , ... ,      00 == .  

 
Ecua ţ ia  es te 
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     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )       ...         '

1

1

10 txatxatxa n

nn

−
− +++         

                                 ( ) ( )tgtxan          =+                          (4.11)  

sau 

     ( ) ( ) ( )tgtxDL         =                                                 (4.12)  

unde 

     ( ) ( ) xaDaDaDaxDL nn

nn            ...              1

1

10 ++++≡ −
−  

      
     Solu ţ ia generală  pentru ecua ţ ia  (4.11)  sau (4.12) este 
 

     ( ) ( ) ( )txtxtx pc            += ,                                           (4.13)  

unde ( )txc   este solu ţ ia complementară  ş i  corespunde cu  

solu ţ ia ecua ţ ie i  omogene asoc iată .  Solu ţ ia part iculară  
( )txp  se ob ţ ine pr in metoda operatoru lu i invers ,  astfe l:  

     ( )
( )

( )tg
DL

txp    
1

     =   

     Pr in integrăr i  repetate (vezi  cazul  EDO de ord in I I )  
avem 
 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ntttt

p dttgeeeetx    ....          n23121     ⋅⋅⋅= ∫∫∫
−−− λλλλλλ   (4.14)  

unde nλλλ  , ... , , 21  sunt rădăc in i le ecua ţ ie i  caracter is t ice 

asoc iate lu i  (4.11) ,  i .e .  

     0            ...        1  

1  

10 =++++ −
−

nn

nn
aaaa λλλ .  

 

     Solu ţ ia ( )txp  se poate ob ţ ine ş i  pr in  metoda 

coef ic ien ţ i lor  nedetermina ţ i  fo los ind func ţ i i le prec izate 
pentru cazul  EDO de ord in I I .  
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2.3. EXEMPLE DE PROCESE MODELATE PRIN 
EDO 

 
Exemplul  1  
Cons iderăm un model economic – venitu l na ţ ional Y  creş te  
ca răspuns la excedentu l cumulat D  iar  interesul na ţ ional r  
creş te ca răspuns la cererea de monedă  ( )YL ,  

( )
,

))((r 

Y 

.

.








−=

−=

MYLm

SDh
 

unde M es teofer ta monetară  in trepr insă  de banca centra lă  
iar  oferta g lobală  S  este produc ţ ia na ţ ională .  Mai putem 
rescr ie modelu l  ca 

   
( )

,

)0,1())((r 

)0,,1(Y 

.

.








>=−=−=

>=−−=−=

kmMkYMYLm

dsharsYSDh
                                

 
    Refer ind-ne la al  doi lea s istem, d iferen ţ iem pr ima 
ecua ţ ie  ş i  subst i tu ind pe a doua in pr ima avem 

    )(
.....

MkYaYsraYsY −−−=−=  

sau 

    
...

aMakYYsY =++ .      

   
    Această  ul t imă  ecua ţ ie are asoc iată  ecua ţ ia  
caracter ist ică ,  

    0))(()( 21

2 =−−=++= λλλλλλλ aksp ,  
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cu rădăc in i le  ( )akss 4
2

1 2

2,1 −±−=λ .  

     Stabi l i tatea modelu lu i  depinde de semnul 

d iscr iminantu lu i.  Dacă  aks  4 2 >  rădăc ini le 21 , λλ  sunt  

reale ş i  d ist incte. Dacă  aks  4 2 =  avem rădăc in i  reale 
confundate.  
 

Dacă  aks  4  2 <  modelu l  es te per iodic  stabi l ,  iar  so lu ţ ia este 

     ( ) ( )tBtBe
K

M
tY

st

ββ cos    sin          21
2

 

++=
−

 

unde 2     4  
2

1
    sak −=β  ⇒  

2     4    
2

1
    

2
              saki

s
i −±−=±= βαλ  

      
     Exemplul 2 
Model pentru creş terea pre ţulu i ca răspuns la cererea în 
exces asupra ro lu lu i s tocur i lor  în echi l ibru l  pre ţulu i  
 
    Stocul joacă  un ro l impor tant în pre ţ .  Cons iderăm că  

s tocul Q  poate scade până  la un n ivel  cr i t ic  Q .  

    ( )QQkp           −−=
•

  ,   0    >k  

unde ( ) ( ) σdDSQtQ

t

            
0

0 ∫ −+=  este cererea în exces 

cumulat ivă .  

     pD βα         += :  func ţ ie  cerere l in iară  

     pS δγ         += :  func ţ ie  de aprovizionare l iniară  

     D iferen ţ iem 
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     ( )DSkQkp                −−=−=
•••

 

sau 

     ( ) ( )γαβδ                    −+−−
••

kpkp  

     Solu ţ ia es te ( ) ( )
( )

tt
eAeAtp 21

11              λλ

βδ

αγ
++

−

−
=  unde 

( )δβλ           2 ,1 −±= k .  

     Evident 21     0    λλ <<  dacă  βδ     <  ş i  complexe dacă  

δβ     < .  

     În u lt imul  caz solu ţ ia este:  

     ( ) ( )
( )

tBtBtp   sin       cos         21 ωω
βδ

αγ
++

−

−
= ,  unde 

( )βδω             −−= k .  

     În cazul 21     0    λλ <<  punctu l  de echi l ibru es te de t ip  

″şa″ .  În  ambele s i tua ţ i i  pre ţul este ins tabi l .  
 
     Exemplul 3 
 
     Înjumă tăţ i rea durate i de v ia ţă  a part icu le lor  atomice  
      

     n
dt

dn
       λ−=   ;    0    >λ  

     dt
dt

dn
       λ−=  ;    0           ln ctn +−= λ   ;    tct

ecen
     

      0 λλ −+− ⋅==   

;   0    
c

ec =  

      

     Condi ţ ia in i ţ ia lă  pentru 0    tt =  este 0    nn = .  Atunc i avem 
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     0  

0         
t

ecn
λ−⋅=  

     0 

0         
t

enc
λ⋅=  

     ( )000     

0

    

0            
tttt

eneenn
−−−− =⋅= λλλ  

      

     Dacă  0n  es te n ive lu l ini ţ ia l ,  ne interesează  t impul când 

n ivelu l devine .
2

0n
 Notăm acest t imp cu 

2

1t .  

     













−−

=
0

2

1      

0
0      

2

tt

en
n

λ

 ;  













−−

=
0

2

1       

    
2

1
tt

e
λ

 ;   











−−=− 0

2

1         2 ln  ttλ  ;  

     
λλ

693.0
     

2 ln
        00

2

1 +=+= ttt   

     În mod obişnui ţ i  luăm 0    0 =t .  Rezul tă  
λ

693.0
     

2

1 =t .  

 

 ( ) ( )0    

0      
tt

entn
−−

=
λ
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     În mul te cazur i  pract ice, se cons ideră  că  emisia radium 
226 este constantă .  

     F ie ( )tl  măr imea radioact iv i tăţ i i  în cazul  p lumb 210.  

     rl
dt

dl
         +−= λ  ,   ( ) 00      ltl =  

     ( ) ( )( ) ( )00      

0

    
        1       

tttt
ele

r
tl

−−−− +−= λλ

λ
 

     Să  presupunem că  suntem interesa ţ i  de n ivelu l de 
radioact iv i ta te peste 300 ani .  Rezul tă  300       0 =− tt .  

     ( ) ( )1           300300 −−⋅⋅=
λλλλ eretlle  

     
     Exemplul 4 Ecua ţ ia  log ist ică  
      
     Acest model este ut i l izat  pentru:  

     −  ev iden ţ ierea creş ter i i  popula ţ i i lor  

     −  d i fuzarea produselor  (product  d if fus ion).  
 

     ( )xakx
dt

dx
         −=  ;  

( )
kdt

xxa

dx
    

 
=

−
 ;   

( )∫ ∫ +=
−

0         
 

 ckdt
xxa

dx
 

     
( )










−
+=

− xaxaxxa

1
    

1
  

1
    

 

1
 ⇒  

∫∫ ∫ +=








−
+ ckdt

xa

dx

x

dx

a
                   

1
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      ( ) 0                ln     ln   
1

cktxax
a

+=−−  ;  

0           ln  
1

ckt
xa

x

a
+=

−
;  

     0           ln acakt
xa

x
+=

−
 ;  aktacakt

ceee
xa

x
        

    
0 =⋅=

−
 

 

     Condi ţ ia ( ) 00       xtx =  este 

     

0    
    0

0 akt
ce

xa

x
=

−
⇒ 0 

0

0   
    

    
akt

e
xa

x
c

−










−
= ⇒

( )0    

0

0   
    

    
    

ttak
e

xa

x

xa

x −










−
=

−
 ⇒  

     ⇒  

( )

( )0

0

     

0

0

     

0

0

  
    

    1

  
    

  

    
ttak

ttak

e
xa

x

e
xa

x
a

x
−

−










−
+










−
= .  

     
( ) ( )

0

     

0

0

        
    

0 xexa

ax
x

ttak +−
=

−−
                                                   

 

     F ie ax     0 < .  

     ( ) atx
t

     lim
    

=
∞→
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 −
+

0

0
0

    
  ln  

1
  

x

xa

ak
t

 
 

     Eemplul 5  Modelu l răspândir i i  produselor  
 
     Este modelu l pr in care se poate studia răspândirea în  
soc ietate a inova ţ i i lor  tehnice (ex .:  te lefoanele mobi le) .  
 

     
( ) ( ) ( )( )tNmtg

dt

tNd
       

  
−=  

 

unde ( )tN  este număru l cumulat iv a l ce lor  care adoptă  
inova ţ ia,  m  es te numărul maxim al persoanelor care 
poten ţ ia l  adoptă  inova ţ ia,  ( )tg  este un coef ic ient de 
adoptare.  Luăm 

     ( ) ( )tNbatg            +=  

      
     Atunc i  

     
( ) ( ) ( )( )tNmtNb

m

a

dt

tNd
                 

  
−








+=  
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     Împăr ţ im cu m  notăm ( ) ( )
m

tN
tF

 
     =  ş i  avem: 

     
( ) ( )( ) ( )( )tFtFba

dt

tFd
     1           

  
−+=                                             

     Solu ţ ia este ( )
( )

( ) tab

tba

e
a

b

e
tF

    

    

      1

    1
     

+−

+−









+

−
=                                     

     Dacă  renun ţăm la t impul t  în ecua ţ ia precedentă  
modelu l  devine:  

     ( ) ( )FbFaF     1         −+=
•

                                         (4.13)                   

      Pentru 0    =
•

F  avem ( ) ( ) 0    1     =−+ FbFa  cu solu ţ i i le  

a

b
F

−
=    1 ,  1    2 =F .  

a

F 

a

b
  −

0 1 
p

t

 
pF  ( ) ( )( ) ( )( )tFtFbatF     1            −+=′

 

     Punctu l maxim al  lu i  
•

F  este pentru 0    =
••

F .  D iferen ţ i ind 
(4.13) ş i  rezolvând în func ţ ie de F ,  punctu l de maximă  
răspândire es te 
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b

a
Fp

2
    

2

1
    −=                                                     (4.14)  

 

     Pentru a găs i  t impul ptt     =  care sat is face ( ) pFtF      = ,  

în locuim (4.14)  in  expres ia lu i  F .  Se găseş te  valoarea 

    
ba

b

a

t p
    

 ln

    
+










= .                      
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2.4. ASPECTE CALITATIVE LEGATE DE 
SOLUŢIILE EDO  

 

Nu or ice ecua ţ ie  d iferen ţ ia lă  poate f i  rezolvată  ″cant i tat iv″  
(este cazul  spre exemplu, a l ecua ţ i i lor  nel in iare) .  În  mul te 
s i tua ţ i i  ″studiu l ca l i ta t iv″  es te mai in teresant  ş i  mai ut i l izat.  
Studiu l ca l i tat iv es te ob ţ inut  ut i l izând,  pr in tre al tele, 
d iagramele ″por tret de fază″ .  
 
    Cons iderăm cazul  EDO autonome 

    ( )xfx      =
•

  ,   ( ) 00      xtx =  

    În p lanul 






 •

xx  , ,  s tarea in i ţ ia lă  0x  este un punct care se  

mişcă  pe traiec tor ia corespunză toare lui  cu v iteza  

( )xfx      =
•

 când t impul  t  creş te.  

     Reamint im că  punctu l ∗
x  pentru care 0    =

•

x  sau 

( ) 0     =∗xf  se numeş te ″punct  f ix″ ,  ″punct  cr i t ic″ ,  ″punct de 

echi l ibru″ .  
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     Exemplu .  În cazul  ecua ţ ie i  log ist ice ( )xakxx −=
•

      sunt  

două  puncte f ixe 0  1 =∗x ,  ax   1 =∗ .  0  

     Dacă  puncte le de pe o tra iector ie se apropie de un 
punct f ix  când t  t inde la inf in i t ,  i .e .  

     ( ) ∗

∞→
= xtx

t
     lim

  
 

atunci  spunem că  punctu l  f ix  es te ″atrac tor″ .  
 
     Dacă  puncte le de pe tra iector ie se depăr tează  de un  
punct f ix  când t  t inde la inf in i t ,  a tunc i punctu l f ix  se  
numeş te ″repulsor″ .  
 
Condi ţ ia  ca un punct să  f ie  atractor es te:  

     ( ) 0     <′ ∗xf  

 
Condi ţ ia  de punct  repulsor (vezi  f igura precedentă)  es te:  
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     ( ) 0     >′ ∗xf  

 
     Mai spunem că  pentru 

     ( ) 0     * <′ xf  punctu l ∗
x  este ″echi l ibru l s tabi l″  

     ( ) 0     * >′ xf  punctu l ∗
x  este ″echi l ibru l instabi l″ .  

     
     Exemplu  
 

 

0    

    

>

=
•

a

axx

 

0    

    

<

=
•

a

axx

 
 

     În cazul ecua ţ ie i  axx     =
•

,  punctu l f ix  es te 0  =∗
x .  Când 

0    <a ,  ∗
x  es te atractor ,  iar  când 0    >a  es te repulsor .  

     Mai observăm că ,  în cazul  puncte lor  f ixe ∗
x  avem 

urmă toare le semne pentru 
dt

dx
.  
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0    >
dt

dx  

0    <
dt

dx

 ∗x
 

0    >
dt

dx  

0    >
dt

dx

 

 

0    <
dt

dx

 ∗x

 

0    >
dt

dx

 

0    <
dt

dx  

0    <
dt

dx

 

     În cazul  ecua ţ ie i  log ist ice ( )xakxx          −=  graf icu l lu i  
dt

dx
 

în  func ţ ie de x  es te 

 

dt

dx

xa
 

2

a
0

 
( )xakx

dt

dx
         −=

 
 

ş i  ev ident 0    >
dt

dx
 pentru ( )ax  ,0    ∈  ş i  0    <

dt

dx
 în res t.  Avem 

dec i :   
 

 0  1 =
∗

x  ax   2 =
∗

 

     0  1 =∗x  este repulsor ,  iar  ax   2 =∗  este atrac tor.  
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    Atrac t iv i tatea lu i  ax   =∗  se poate vedea ş i  d in graf icu l  

lui  ( )tx  în rapor t  cu t .   

 

 
0t

 

2

a

 
 
     Dacă  toate traiec tor i i le care pornesc d in apropierea 
unui punct f ix  rămân aproape de acesta când ∞→    t ,  
atunci  punctu l f ix  se numeş te ″stabi l″ .  Un punct f ix  es te  
″as imptot ic  s tabi l″  dacă  es te s tabi l  ş i ,  în p lus, dacă  or ice 
tra iector ie care porneş te  d in apropierea lu i  se apropierea 
de el  când ∞→    t .  

     Punctu l ax   =∗  este as imptot ic  stabi l  în cazu l ecua ţ ie i  
log is t ice.  
 
     Al te exemple:  

     Exemplul 1 ( )bxaxx          −=
•

  ,   0     , >ba  
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0

 •

x

x 

b

a

 

b

a
atractor

0

repulsor
 

 

Observăm că  0    >
•

x  pentru 







∈

b

a
x   ,0     ş i  0    <

•

x  în res t.  

În p lus, ( ) 0        0 >=′ af ,  0           <−=







′ a

b

a
f ,  unde 

( ) bxaxf  2         −=′ .  

Din cele două  rezul tă  că  0  1 =∗x  este repulsor ,  iar  

ax   2 =∗  es te atractor .  

     Exemplul 2 1        2 −=
•

xx  
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 •

x

 
 

     Observăm că  0    <
•

x  pentru ( )1 ,1    −∈x  ş i  0    >
•

x  în res t.  

 

 ( ) xxf  2     =′  

( ) 0    2     1 <−=−′f  ,   ( ) 0    2    1 >=′f  

 

     D in cele două  rezul tă  că  1     −=∗
x  este atractor ş i  

1    2 =∗x  es te repulsor.  

     Exemplul 3 3    axx =
•

  ⇒   ( ) 2  3     xaxf =′  
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 3
     xax =

•

 0 <a

 

 

 

     Pentru 0<a :  03lim 2

0  
0  

<
<
→

ax

x
x

 

03lim 2

0  
0  

<
>
→

ax

x
x

 

 
0>

•

x  pentru ( )0 , ∞−∈x  

0<
•

x  pentru ( )∞∈  ,0 x  

     Deci  0  =∗
x  es te atractor .   

 

      

     Pentru 0>a :  

 

03lim 2

0  
0  

>
<
→

ax

x
x

 

03lim 2

0  
0  

>
>
→

ax

x
x

 

 
0<

•

x  pentru ( )0 , ∞−∈x  

0>
•

x  pentru ( )∞∈  ,0 x  

     Deci  0  =∗
x  es te repulsor .   
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0 x

 3
     xax =

•

repulsor

0

 0  >a

 
 

     Exemplul  4  2    axx =
•

  ⇒   ( ) xaxf   2     =′  

0

 
2

axx =
•

x

 •

x

 

 
 
 

     Pentru 0<a :  0    <
•

x ,  Rx ∈∀  
0  =∗

x  es te ( lef t )  shunt  
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     0  2lim

0  
0  

>
<
→

ax

x
x

 

     0  2lim

0  
0  

<
>
→

ax

x
x

 

     

 0>a

 

     Pentru 0>a :  0    >
•

x ,  Rx ∈∀  

 

0  =∗
x  es te (r ight)  shunt  

     0  2lim

0  
0  

<
<
→

ax

x
x

 

     0  2lim

0  
0  

>
>
→

ax

x
x

 

 
O mare parte d intre aceste no ţ iun i vor f i  re luate la tematica  
Sisteme dinamice .  
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2.5. REZOLVAREA SISTEMELOR DE EDO  

 
În  cont inuare, suntem interesa ţ i  de rezolvarea s istemelor  
de ecua ţ i i  d i feren ţ ia le l in iare. Aceasta deoarece 
numeroase s itua ţ i i  d in v ia ţa reală  sunt generate de s is teme 
de ecua ţ i i  d i feren ţ ia le  (ex. :  problema evolu ţ ie i  popula ţ i i lor  
unei spec i i  în contextu l ex isten ţei ş i  a  unei popula ţ i i  de 
prădă tor i) .  
     Un a l t  motiv î l  reprezintă  faptu l că  s is temul de ecua ţ i i  
d i feren ţ ia le l in iare ajută  în studiu l comportamentulu i  
so lu ţ i i lor  în cazul s istemelor de ecua ţ i i  d i feren ţ ia le  
nel in iare.  
     Sis temele de EDO l in iare au solu ţ i i  cunoscute ş i  
acestea se expr imă  în  termeni i  unor func ţ i i  exponen ţ ia le.  
 
     Un s is tem de EDO l in iare autonome omogene este  
expr imat  pr in  

     Axx     =
•

, n
Rx     ∈ , ( ) 0    0 xx =                                     (6.1)   

unde A  es te o matr ice constantă  de nn     × ,  iar  ( ) 0    0 xx =  

este condi ţ ia  in i ţ ia lă .  
 
     Solu ţ ia s istemulu i (6.1) ne dă  pos ib i l i ta tea să  rezolvăm 
mai departe un s is tem de EDO l in iare neautonome, 
neomogene de forma 

     ( )tgAxx          +=
•

, n
Rx     ∈ , ( ) 0    0  xx =                          (6.2)  

 

unde A  este o matr ice constantă  nn     × ,  iar  nRRg →:  este 
o func ţ ie  cont inuă  nenulă .  
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2.5.1 Rezolvarea sistemelor de EDO liniare omogene ş i  
autonome  

 
     Exponen ţ ia la unei  matr ic i  are propr ietăţ i  s im i lare cu 
exponen ţ ia la unui  număr  real.  
 

     Propoziţ ia 2.2 .  AeAee
dt

d tAtAAt          == .  

 
     Intr-adevăr ,   
     

( )

Ae
h

Ie
e

h

eee

h

ee
e

dt

d tA
hA

h

tA
tAhAtA

h

tAAht

h

tA ⋅=
−

⋅=
−⋅

=
−

=
→→

+

→
     lim     lim     lim     

0  0  0  

 
unde u lt ima l im ită  este egală  cu A  din def in i ţ ia ser i i lor  lui  

hA
e .  

 
     Terema 2.5 .  Solu ţ ia PVI (6.1)  este  

     0  xe
tA ⋅                                                                 (6.3)  

ş i  nu ex istă  o  a l tă  so lu ţ ie .  
 
     Demonstra ţ ie  Conform propozi ţ ie i  anter ioare,  

     ( ) ( ) 000               xAexe
dt

d
xe

dt

d tAtAtA ⋅=⋅=   

     Cum 00

0    xxe
A = ,  rezul tă  că  (6.3) este solu ţ ia pentru 

(6.1) .  
     Să  ară tăm că  nu există  a l te  solu ţ i i  pentru (6.1) .  

     F ie ( )tx  o a ltă  so lu ţ ie pentru (6.1).  F ie ( ) ( )txety tA       −=  

     ( ) ( ) ( ) ( ) =+=
•

−−
•

txetxe
dt

d
ty

tAtA               
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           ( ) ( ) ( ) ( ) 0                     =+−=+−= −−− txAAetAxetxAe tAtAtA  

     ⇒  ( ) ctty      = .  Pentru 0=t  avem ( ) 0     xty = .  

 
   În cont inuare dăm o teoremă  care ne va ajuta să  
determinăm exponen ţ ia la d in (6.3),  impl ic i t  so lu ţ ia lu i  (6.1),  
în cazul când matr icea A are valor i  propr i  cu factor de 
mult ip l ic i ta te 1.  
 
     Terema 2.6 .  Fie A o matr ice nn   ×  cu k valor i  propr i  

d ist incte kλλ  , .... ,1  ş i  ( )knm −=   
2

1
     perechi de valor i  propr i  

complexe conjugate mm ii ωρωρ       , ... ,   11 ±± .  Atunc i ex istă  o  

matr ice inversabi lă  P, ast fe l  încât  

     ( )mk BBdiagAPP  , ... , , , ... ,         11

1 λλ=∧=−  unde 








 −
=

ii

ii

iB
ρω

ωρ
    ,  mi  ,1    =        

     În p lus  

     1−∧⋅= PePe
ttA                                                       (6.4)  

     ( )mk tBtBttt eeeediage  , ... , , , ... ,     11 λλ=∧
                           (6.5)  

iar  

     
( ) ( )
( ) ( ) 








 −
⋅=

tt

tt
ee

ii

iittB ii

ωω

ωωρ

 cos sin

 sin   cos
       

 

     Observa ţ ie  F ie ( )
kiie
 ,1  =

 vector i i  propr i  asoc ia ţ i  cu  

kλλ  , ... ,1 .  

     F ie ( )
mjjz
 ,1  =

 vector i i  propr i  complecş i  asoc ia ţ i  cu 

jj iωρ   + .  
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     În cadrul demonstra ţ ie i  aceste i teoreme se face 
a legerea 
 

     ( ) ( ) ( ) ( )[ ]memmemk zRzJzRzJeeP  , , ... , , , ... ,    111=               (6.6)  

 

     Cum vector i i  propr i  sunt independen ţ i  avem ( ) 0     det ≠P  

ş i ,  din a legere,  ∧= PAP      ⇒  ∧=−     1APP .    
      
Propr ietate a solu ţ i i lor  s is temelor de EDO l in iare 
 
     Dacă  putem găs i  n  so lu ţ i i  independente pentru un 
s istem de EDO l in iare, atunc i or ice a ltă  so lu ţ ie se poate 
expr ima în func ţ ie de acestea.  

     F ie ( ) ( )txtx n  , ... , 1  so lu ţ i i le  independente. Solu ţ ia  

generală  poate f i  scr isă  
 

     ( ) ( ) Cttx ⋅Φ=         ,    n
R   C∈  

 

unde C  este constant  iar  ( ) ( ) ( )[ ]txtxt n  , ... ,      1=Φ ,  unde ( )txi  ,  

ni  ,1    =  sunt  vector i  coloană .  ( )t Φ  se numeş te  matr icea 

fundamentală  pentru problema (6.1) iar  tA
e  este a legerea 

natura lă  pentru această  matr ice.  
 
     În termeni i  matr ice i fundamentale avem 
 

     ( ) ( ) cxx ⋅Φ== 0         0 0   ⇒   ( ) 00     xc ⋅Φ=  

     ⇒ ( ) ( ) ( ) 00 1      xtx ⋅Φ⋅Φ=                                          (6.7)  

 

     Comparând (6.7)  cu solu ţ ia  (6.3) avem 
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     ( ) ( ) 1 
0        

−
Φ⋅Φ= tetA                                                (6.8)  

 
     Propoziţ ia 2.3 .  Fie P, S, T, matr ic i  nn     ×  (operator i  în  

nR ) .   
     Atunc i :  

1.  dacă  1       −= PTPQ ,  a tunc i 1−⋅⋅= PePe
TQ  

2.  dacă  TSST     = ,  a tunc i TSTS
eee        ⋅=+  

3.  ( ) 1     
−− = SS ee  

4.  dacă  2    =n  ş i  






 −
=  

  
     

ab

ba
T ,  atunc i  








 −
=

bb

bb
ee

aT

 cos sin

 sin   cos
 

 

Pentru cazul matr ic i lor  22×A  se poate calcula uşor A
e  

ţ inând seama de urmă toarele observa ţ i i .  
 

Se poate găs i  o matr ice inversabi lă  2  2 ×P  astfel  încât :  

1.  1       −= PAPB  
2.  B  are una dintre urmă toare le forme:  

2.1.  







 

0

0
 

µ

λ
 

2.2.  






 −
 

  
 

ab

ba
 

2.3.  







 

1

0
 

λ

λ
  

3.  B
e  se poate calcula d in 2: 
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3.1.  







=  

0

0
   

µ

λ

e

e
e

B  în cazul  2.1  

3.2.  






 −
=  

 cos sin

 sin   cos
    

bb

bb
ee

aB  în cazul  2.2 

3.3.  







=  

11

01
    λ

ee
B  în cazul  2.3 

 

     D in 1       −= PAPB ⇒ APBP      1 =−  ⇒  PePee
BBPPA 1     

1 −==
−

.   

     Deci  PePe
BA 1   −= .  

 
     Ex is tă  o rela ţ ie s implă  în tre vector i i  ş i  valor i le propr i  

a le matr ic i lor  A  ş i  A
e  (unde A  este nn   × ) .  

 

     Propoziţ ia 2.4 .  Dacă  n
Rx     ∈  este un vector propr iu a l  

lui  A, corespunză tor  va lor i i  propr i  α ,  atunci  x  este un  

vector propr iu ş i  pentru A
e  corespunză tor  va lor i i  propr i  α

e .  

 
     Exemple de calcul  
 
     Ex .  1  Să  se determine solu ţ ia generală  a s istemulu i  

     













−=

+=

=

•

•

•

313

212

11

2

xxx

xxx

xx

  ,    cu condi ţ ia   ( ) ( )cbax  , ,    0 =  
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−

=

1  01

021

001

    A ⇒  

( ) ( ) ( ) ( )λλλλ −−−−=− 1 2 1     det iA  ⇒  

     Valor i le  propr i  sunt  1 1 =λ ,  2 2 =λ ,  1   3 −=λ .  Deci  

     
















−

==Λ −

1  

2

1

         1
PAP   ⇒   

















=
−

Λ

t

t

t

t

e

e

e

e
2    

     Să  ca lculăm ( )321  , ,  eeeP
t =  unde ie ,  3 ,1    =i  sunt  

vector i i  propr i  corespunză tor i  iλ ,  3 ,1    =i .  

     F ie urmă toarele valor i  pentru vector i i  propr i  2e  ş i  3e .  

     D in coloana 2 a matr ice i A  rezul tă  
















=

0

1

0

  2e .  

     D in coloana 3 a matr ice i A  rezul tă  
















=

1

0

0

  3e .  

     Să  ca lculăm 
















=

3

2

1

1   

v

v

v

e .  

     Avem: ( ) 011 =⋅− eIA λ  ⇔  0     

2  01

011

000

3

2

1

=
































− v

v

v
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     ⇒  




=−

=+

02

0

31

21

vv

vv
  ⇒  








=

−=

2
    

   

1
3

12

v
v

vv

.  F ie 21 =v  ⇒  




−=

−=

1     

2   

3

2

v

v
 

     ⇒  
















−

−=

1  

2  

2

  1e  

     
































−=
















−t

t

t

ce

be

ae

tx

tx

tx
2

3

2

1

101

012  

002

  

)(

)(

)(

.  

 

     Ex .  2  







=

+−=
•

•

22

211

2  

 2   

xx

xxx
 ⇒  







−
=

20

12
    A ,  ( ) 0     det =− IA λ  

     ⇒  2   1 −=λ ,  2  2 =λ  ⇒  









=

−
Λ

t

t

t

e

e
e

2

2

0

0
   

     Vector i i  propr i  sunt :  







=

0

1
  1e ,  








=

4

1
  2e  ⇒  








=

40

11
  t

P  

     








−

−

−
=








−

ac

bd

bcaddc

ba
  

1
  

1 

 ⇒  






 −
=−

10

1  4
  

4

1
  1

P  

     












 −
==

−
−

Λ−

t

tt
t

ttA

e

ee
e

PePe
2

22
2

1 

0
4    

     Pentru condi ţ ia  in i ţ ia lă  ( ) ( )bax ,    0 =  avem solu ţ ia  
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     ( )
( )













 −+
=

−−

t

ttt

be

eebae

tx
2

222

4

 

      ,   Rt     ∈ .  

1.  Să  se rezolve Axx =
•

,  2
Rx ∈  pentru ( ) ( )bax  ,    0 =  în  

cazur i le:  

    1.  







=

01

10
    A  

    2.  






 −
=

20

1  2
    A  

    3.  






 −
=

21

1  2
    A  

    4.  








−

−
=

4  3

6  5
    A  

2.  Să  se rezolve Axx =
•

,  3
Rx ∈  pentru ( ) ( )cbax  , ,    0 =  

în  cazur i le:  

1.  
















=

310

030

002

    A  

2.  
















=

λ

λ

λ

10

01

00

    A  
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2.5.2 Rezolvarea sistemelor de EDO l iniare autonome în  
ℝℝℝℝ

2
 

 
    Solu ţ ia  ecua ţ ie i  (6.11)  poate f i  găsi tă  ş i  a l t fel .  

    Ne reamint im că  pentru cazul 1    =n  s is temul  (6.11)  se 
reduce la o s implă  EDO l in iară  

    xax      =
•

 

care are solu ţ ia  ( ) taeKtx         = .  

    Atunc i vom încerca solu ţ ia  

    ( ) treytx         =                                                          (6.9)  

pentru ecua ţ ia (6.11) .  Der ivând (6.9) ob ţ inem 

    ( ) treyrtx          =′  

ş i  înlocuind în ecua ţ ia  6.11)  avem 

    trtr eAeyr           η=  

    ( ) 0         =trerI-A η  

    Rezul tă  că  

    ( ) 0       =yrI-A  

    Cu a l te cuvinte,  (6.9) este solu ţ ie pentru (6.11)  dacă  r  
este valoare propr ie ş i  µ  este vector propr iu pentru 

matr icea A .  
 
    În  conc luzie, so lu ţ i i le ecua ţ ie i  (6.11)  sunt  de forma 

    ( ) tetx         λη=                                                        (6.10)  

unde λ  es te valoarea propr ie iar  η  es te vector  propr iu 

pentru maricea A .  
 
    Propoziţ ia 2.5.  Solu ţ i i le ecua ţ ie i  (6.11)  sunt după  cum 
urmează .  
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a.  dacă  matr icea A  are valor i  propr i  reale ş i  d is t inc te  

1λ  ş i  2λ  atunc i so lu ţ ia  este 

( ) 2

 

21

 

1
21             ηη λλ tt

ecectx +=  

unde 1η  ş i  2η  sunt  vector i i  propr i  corespuză tor i .  

b.  dacă  matr icea A  are valor i  propr i  reale ş i  
confundate λλλ       21 ==  a tunc i  so lu ţ ia este 

( ) ( )ρηη λλλ ttt
eetcectx   

2

 

1                21 ++=  

unde η  es te vectorul  propr iu corespunză tor  iar  ρ  este 
vectorul  care sat is face ecua ţ ia vector ială  

    ( ) ηρλ         =I-A  

c. βαλ i      2 ,1 ±=  ş i  vec tor i  propr i  1η ,  2η ,  a tunc i so lu ţ ia  

este 

   ( ) ( ) ( )tuctuctx              2211 +=  

 
   Observa ţ ie  În  cazul  c  so lu ţ ia se calculează  

   ( ) ( )
1

     

1         ηα β tiαctx +=  sau ţ inând cont de forma lu i Euler  
pentru exponen ţ ia la  numerelor complexe, avem 

   ( ) ( ) 1

 

1      sin       cos         ηββα ⋅+⋅= titectx t  

iar  după  ca lcule, ob ţ inem forma 

   ( ) ( ) ( )tuitutx              21 += .  

   Se poate ară ta  că  1u  ş i  2u  sunt solu ţ i i  pentru (6.11)  ş i  
atunci  combina ţ ia  lor  l in iară  

   ( ) ( ) ( )tuctuctx              2211 +=  

este tot so lu ţ ie pentru (6.11) .  
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Exemple de calcul pentru cazur i le d in propozi ţ ia 2.5 
 

   F ie cazul      , 21 ∈λλ ℝ   ,    21     λλ ≠    ş i    0    1 <λ  ,   0    2 >λ  

 

1η
2η

 
 

   ( ) 2

 

21

 

1
21             ηη λλ tt

ecectx +=  

   Dacă  0  2 =c  atunci  t ra iec tor i i le vor f i  para le le cu 1η  iar  
mişcarea puncte lor  se va face spre or ig ine deoarece 

0   lim 1

    
=

∞→

t

t
e

λ .  Mişcarea se va face în cadranul I I  dacă  0  1 >c  

ş i  în  0  1 <c .  Acelaş i  lucru se întâmplă  ş i  pentru puncte ce 

se af lă  pe dreapta determinată  de 1η .  

   Dacă  0  1 =c  atunc i t ra iector i i le sunt para le le cu 2η .  
Puncte le se depăr tează  pr in  mişcare de or igine deoarece 

0   lim 2

    
=

∞→

t

t
e

λ .  Dacă  0  2 >c  m işcarea este de cadranul I  iar  

dacă  0  2 <c  m işcarea este în cadranul  I I I .  Acelaş i  lucru se 
întâmplă  pentru puncte le ce se af lă  pe dreapta determinată  
de 2η .  
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    În acest caz punctu l de echi l ibru este ″punct şa″  ş i  este 
instabi l .  

    F ie cazul      , 21 ∈λλ ℝ   ,    0     , 21 <λλ .  

1η
2η

1x

2x
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    Dacă  0  2 =c  t raiec tor i i le vor f i  para le le cu 1η .  Mişcarea 

puncte lor  se va face spre or ig ine deoarece 0   lim 1

    
=

∞→

t

t
e

λ .  

Mişcarea va f i  în  cadranul I I  dacă  0  1 >c  ş i  în  cadranul IV 

dacă  0  2 <c .  

    Dacă  0  1 =c  t ra iector i i le vor f i  parale le cu 2µ .  Mişcarea 
se va face tot  spre or ig ine în cardranele I  ş i  I I I .  

 

 
 

     Punctu l de echi l ibru es te ″nod″  ş i  este as imptot ic  
stabi l .  
 

     F ie cazul  βλ i    2 ,1 ±= ,  imaginare pure.  

     Solu ţ ia nu are componentă  exponen ţ ia lă .  Ea se expr imă  
doar în func ţ ie de s inus ş i  cos inus. Mişcarea puncte lor  se 
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va face în juru l  or ig inei sub forma unor e l ipse (sau 
cercur i) .  

     Punctu l de echi l ibru este ″centru″  ş i  este stabi l .  

2x

1x

 
 

     F ie cazul βαλ i      2 ,1 ±= .  Mişcarea are ş i  componentă  

exponen ţ ia lă .  Puncte le d in p lan se vor deplasa pe 
tra iector i i  sp irală  spre or ig ine dacă  0  <α  ş i  depă r tându-se 
de or ig ine dacă  0  >α .  
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2x

1x

0    <α

0

 
 

Punct de echi l ibru ″spira lă  s tabi lă″  
 

2x

1x

0    >α

 
 

Punct de echi l ibru ″spira lă  ins tabi lă″  
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     F ie cazul  λλλ       21 == .  

     Puncte le se mişcă  spre or ig ine dacă  0    <λ  ş i  
depăr tându-se de or ig ine dacă  0    >λ .  Acelaş i  lucru se  
poate spune ş i  despre puncte le care se af lă  pe dreapta  
determinată  de η ,  unde η  este vectoru l propr iu  
corespunză tor .  
     Mişcarea puncte lor  se face pe d irec ţ i i  para le le cu 
vectorul  propr iu.  

     Punctu l f ix  se numeş te ″nod impropr iu″ :  

     −  s tabi l ,  dacă  0    <λ  ş i ,  

     −  instabi l ,  dacă  0    >λ .  
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2.5.3. Varietăţ i  invariante 

 
     Teorema  2.7.  Fie s istemul (6.1) .  Dacă  valor i le propr i  
a le matr ice i A  sunt d ist incte atunc i ℝn  se descompune într-
o sumă  d irectă  de subspa ţ i i  unu-dimens ionale ş i  
b id imens ionale. F iecare d intre aceste subspa ţ i i  es te  
invar iant  în rapor t  cu f luxul  def in i t  de ecua ţ ia (6.11) .  
 
     Exemplu  F ie matr icea 

     























−

−−

−

−

=

2  1000

1  2  000

003  00

0013  0

00002

    A                             (6.11)  
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     Valor i le  propr i  sunt 2    1 =λ ,  3      3,2 −=λ ,   i  λ ,     2    54 ±−= .  

În  acest caz ℝ5  se descompune în urmă toare le subspa ţ i i :  

     −  un spa ţ iu  unu-dimensional corespunză tor  lu i  2    1 =λ ;  

     −  un spa ţ iu b i-d imens ional corespunză tor  va lor i i  propr i  
mult ip le 3      3,2 −=λ ;  

     −  un spa ţ iu b i-d imens ional corespunză tor  va lor i i  propr i  
complexe conjugate 5,4λ .  

     Pentru a rezolva ecua ţ ia  

     xAx      =
•

 

 

unde A  este dată  de (6.11) putem lucra independent în  
f iecare d intre cele tre i  subspa ţ i i .  

     Astfe l,  dacă  ( ) ( )54321  , , , ,    0  yyyyyx =  este condi ţ ia  

ini ţ ia lă  a tunc i putem rezolva pe rând ecua ţ i i le:  

    11  2    xx =
•

, ( ) 11     0  yx =                                             (6.12)        

    
















−

−
=














•

•

3

2

3

2   
3  0

13  
    

x

x

x

x
,

( )
( ) 








=









3

2

3

2
     

0 

0 

y

y

x

x
                (6.13)  

    
















−

−−
=














•

•

5

4

5

4   
2  1

1  2  
    

x

x

x

x
,

( )
( ) 








=









5

4

5

4
     

0 

0 

y

y

x

x
               (6.14)  

     Ob ţ inem solu ţ i i le :  

     ( ) t
extx

 2

01      =    

     
( )
( ) 









 +
=








−

−−

t

tt

tey

teyey

tx

tx

3

3

3

3

3

2

3

2     
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( )
( )

( )
( )











+

−
=








−

−

tcytye

tytye

tx

tx

t

t

 os     sin 

 sin     cos 
     

 

 

54

2

54

2

5

4
 

 
     În general ,  cons iderăm ecua ţ ia  (6.1) ş i  notăm cu:  

     ( )iu ,  uni         1 ≤≤  vector i i  propr i  corespunză tor i  acelor  

va lor i  propr i  care au partea reală  s tr ic t  pozi t ivă ;  

     ( )
jc ,  cnj         1 ≤≤  vector i i  propr i  corespunză tor i  va lor i lor  

propr i  care au partea reală  nu lă ;  

     ( )ks ,  snk         1 ≤≤  vector i i  propr i  corespunză tor i  va lor i lor  

propr i  care au partea reală  s tr ic t  negat ivă .  

     Evident,  scu nnnn         ++= .  

     Or ig inea 0    =x  es te punctul  f ix  (sau sta ţ ionar)  a l  
f luxulu i .  
     Def in im: 

     ( )0 uE  subspa ţ iu l  invar iant determinat de vector i i  propr i  

( )iu .  Î l  numim ″var ietate instabi lă″ ;  

     ( )0 cE  subspa ţ iu l  invar iant determinat  de vector i i  propr i  

( )
jc .  Î l  numim ″var ietate centrală″ ;  

     ( )0 SE  subspa ţ iu l  invar iant determinat de vector i i  propr i  

( )ks .  Î l  numim ″var ietate s tabi lă″ .  

 

     Teorema  2 .8.  Fie ecua ţ ia  (6.1) .  Dacă  0    =cn  a tunc i  

     ( ) { }        ,0                 0 ∞−→→∈= txeRxE tAnu  ;  

     ( ) { }       ,0                 0 ∞→→∈= txeRxE tAnS .  

 
     Exemplu  F ie ecua ţ ia  
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     xAx      =
•

, ∈x ℝ
3                                                   (6.15)        

 

unde A  are o valoare propr ie reală  ş i  pozi t ivă  ş i  o pereche 
de valor i  propr i  complexe conjugate, i .e .  

     ωρ i λ ,       21 ±=  

     λλ     3 =  

unde 0    >λ ,  0    <ρ ,  0    ≠ω .  

 

     Ecua ţ ie i  (19) i  se asoc iază  ″ forma normală″  

     y  λ     ∧=
•

, ∈y ℝ
3                                                (6.16)    

unde 

     














 −

=Λ

λ

ρω

ωρ

00

0

0  

     

     Var ietatea in i ţ ia lă  corespunde axei 3y  iar  var ietatea 

stabi lă  este b id imens ională ,  anume planul 0    3 =y .  În acest 

p lan mişcarea este dată  de o spira lă  logar i tm ică  iar  pe axa 

3y  m işcarea este de îndepăr tare fa ţă  de or igine.  
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2.5.4. Transformarea EDO l iniare, omogene,  
autonome de ordin n în sistemele 
autonome de EDO l iniare de ordinul  I  

 
     F ie 
 

     ( ) ( ) 0            ...     '

1

1

1 =++++ −
−

yayayay nn

nn                     (6.17) 

 

unde ( )tyy      →  este o func ţ ie  reală  în t ,  iar  ( )ny  este 

der ivata de ord in n  a lu i  y .  Valor i le naa  , ... ,1  sunt  constante.  

     Ecua ţ ia (6.17) este echivalentă  unui s istem de n  ecua ţ i i  
l in iare de ord inul I .  
 
     F ie noi le  var iabi le  
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     yx =1 ,  
•

−

•

== 1  12      , ... ,    nn xxxx  

 
     Atunc i ,  ecua ţ ia  (6.11)  este echivalentă  cu s is temul  

     















−−−−=

=

=

−

•

•

•

nnnn xaxaxax

xx

xx

1211

32

21

    ...            

 

, 

, 

M
                         (6.18)  

      
 În nota ţ ie vector ia lă  avem 

      xAx      =
•

, n
Rx     ∈                                                (6.19)  

 
unde 

      



























−−−−

=

−− 221  1          

1000

0100

0010

    

aaaa

A

nn

M

MMMMM

MMMMM

M

M

            

(6.20)  

 
     Pol inomul caracter ist ic  a l unei  matr ic i  de ord in nn   × ,  B ,  

este ( )IB λ     det − .  

 
     Propoziţ ia 2.6 .  Pol inomul caracter is t ic  asoc iat ecua ţ ie i  
(6.17) ,  unde nnA   ×  es te dată  de (6.20),  es te 
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     ( ) n

n
aap    ...           1 +++= λλλ                                    (6.21)   

 
2.5.5. Alte exemple de rezolvare a sistemelor de 

EDO liniare autonome omogene 

 

1.  xAx      =
•

  ,   ( ) 0    0 xx =  

     






−
=

20

12
    A  

     








−

−−
=








−







−
=−

λ

λ

λ

λ
λ

20

12
    

0

0
    

20

12
    IA  

     

( ) ( ) ( ) ( ) 0    4      2 2      
20

12
 det     det 2 =−−=−+−=









−

−−
=− λλλ

λ

λ
λIA

 

     2   2 ,1 ±=λ  

     22222 2           eAeeAe =⇔= λ  

     







=









2

1

2

1
 2     

v

v

v

v
A   ;   








=















−

2

1

2

1

 2

 2
     

20

12

v

v

v

v
 

     121  2   2 vvv =+−   ;  22  2   2 vv = ,  rezul tă  12  4   vv = .  Fie 

41 21 =⇒= vv .  

      Avem ( )t
e 4 ,12 = . 

       11111 2-           eAeeAe =⇔= λ  

      







=









2

1

2

1
 2-     

v

v

v

v
A   ;   









−

−
=















−

2

1

2

1

 2

 2
     

20

12

v

v

v

v
 

       121  2-   2 vvv =+−   ;  22  2-   2 vv = ,  rezul tă  0   2 =v .  
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     ( ) ( ) tt
eAlegemve  0 ,1     .0 ,  111 == .  

 

     
( )

( ) 







=⇒







=

=

40

11
          

 0 ,1  

 4 ,1   

1

2
P

e

e

t

t

 

      În  general  pentru 








dc

ba
 avem 










−

−
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−
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1
  

1 

.  

     Atunc i  
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P  

     ( ) 
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−
==Λ

−
Λ

t

t

t

e

e
ediag

2

2

21
0
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20

02  
     ,     λλ  

     

( )
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=







 −


















==

−
−−

−Λ

t

tt
t

t

t

ttA

e

ee
e

e

e
PPee

2

22
2

2

2

1 

0
4

  

    
10

1  4
  

4

1
  

0

0
  

40

11
      

 

     F ie ( ) t
bax   ,  0 = .  

 
     Solu ţ ia este 

     
( ) ( )
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t
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−=
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i
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1  

1  
      1      0     det

2

1
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λ
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111     zAz λ=      
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+
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+

+
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− 22
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 2 2
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      2 2

      2 2
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      2

     2

1121
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     2  
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   Solu ţ ia 




=
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=
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2

2

b

a
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+
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−
=
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−
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−
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1
    

  

  
  

1
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 −
=Λ

11

1  1
       ⇒    







 −
=Λ

tt

tt
ee

tt

 cos sin

 sin   cos
    

     






−−

+
=















 −
⋅⋅









−
== −Λ

tt

ttt
e

tt

tt
ePPee

ttttA

sincossin2

sinsincos

01

11

cossin

sincos

11

10
1

 
     Solu ţ ia  

     ( ) =
















−−

+
=⋅=     

sincossin2

sinsincos
           0

b

a

ttt

ttt
exetx

ttA  

                       
( )

( )










−−

+
=

ttbetae

tbettea
tt

tt

sincos sin 2

sinsincos  
   

3.  
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=

•

•

•
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212

11

 

 2 
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−

=

1  01
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    A  

( ) ( ) ( ) ( )λλλ

λ

λ

λ

λ −−−−=
















−−

−

−

=− 1 2 1    

100

020

001

 det     det iA

 

⇒  11 =λ ,  12 =λ ,  13 =λ .  
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Din coloana doi a matr icei  A  rezul tă  ( ) t
e  0 ,1 ,0    

0

1

0

  2 =
















= .  

Din coloana trei  a matr icei  A  rezul tă  ( ) t
e  1 ,0 ,0    3 = .  

 

Pentru 1e  avem ( ) 0     11 =⋅− eIA λ   ⇔   ( ) 0     1 =− eIA .  
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( ) 2     det =P .  

 
Temă  

 

1.  
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=
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•
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 2 xxx

xx
   ,     ( ) 0    0 1 =x  ,  ( ) 3    0 2 =x  

2.  
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•

•
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4.  Axx     1 =
•

 ,  ( ) ( )bbx  ,  ,0    0 −=  

















−

−=

3  20

01  0

002

    A  

 
 

5.  xx   
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−
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Tot pentru acelas i  caz, 
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2.6. REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR 
DE EDO 

 

Metoda Runge-Kutta  
 
     F ie PVI 

     ( )xtfx  ,     =
•

, ( ) 0    0 xx =                                           (8.1)  

unde [ ] kk RRTf        ,0  : →×  este o func ţ ie cont inuă ,  iar  
k

Rx     0 ∈  es te condi ţ ia in i ţ ia lă .  

 
     Metoda generală  Runge-Kut ta  (vom prescurta R-K) cu 
pas var iabi l ,  pentru determinarea numerică ,  în in tervalul de 
t imp [ ]T ,0 ,  a solu ţ ie i  problemei (8.1) este:  

     ( ) ( )( )1  

,

1  

1   ,        +

=

+ ⋅∆+= ∑ n

jjn

s

j

ijnn

n

i ytfatxy  ,    si  , ... ,1    =  

      ( )( )1  

 ,

1  

1  ,        +

=
+ ⋅∆+= ∑ n

jin

s

i

innn ytfbtxx ,                          (8.2)  

        ninin tctt          , ∆+=  ,   si  , ... ,1    =  

unde Tttttt Nnn        ...         ...            0 1  10 =<<<<<<= +  este o  

d iviziune a intervalu lu i [  0, T ] ,  iar  nnn ttt      1  −=∆ + .  Evident,  

avem 

     Tt
N

i

i     
1  

=∆∑
=

.  

     Numerele Rba iij     , ∈  sunt date pentru f iecare metodă  ş i  

reprezintă  coef ic ien ţ i i  acesteia, iar  ∑
=

=
s

j

iji aC
1  

     ,  si  , ... ,1    = .  
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     Punctu l k
Rx     0 ∈  este punctu l in i ţ ia l  pentru metoda 

(8.2) ,  iar  k

n Rx     ∈  aprox imează  solu ţ ia exactă  ( )ntx  a lui  

(8.1)  la  t impul nt .  

     Dacă  în (8.2) avem 0  =ija ,  sji             1 ≤≤≤  metoda R−K  

se numeş te  expl ic i tă ,  a l t fe l  se spune că  ea este impl ic i tă .  
 
     Definiţ ia  2.3.  Metoda (8.2)  es te convergentă  la so lu ţ ia  
x a lu i  (8.1 )  dacă  

     ( )( ) 0             max   lim
    00   

=−
≤≤→∆

nn
Nnt

xtx
n

,  

unde nx  este solu ţ ia (8.2) ş i  atât x cât ş i  nx  corespund 

condi ţ ie i  in i ţ ia le  0x .  

 

     Definiţ ia  2.4.  Eroarea de trunchiere  ( )txT ∆ ,  a 

metodei R−K (8.2)  este dată  de 

     ( ) ( ) 1          , xtxtxT −∆=∆                                                          
(8.3)  

unde ( )tx   ∆  es te solu ţ ia (8.1) la t impul  tt ∆=     cu condi ţ ia  

ini ţ ia lă  ( ) 0    0 xx = ,  iar  1x  este solu ţ ia metodei (8.2)  cu pasul  

t ∆  ş i  condi ţ ia 0x .  

 

     Cu a l te cuvinte, ( )txT ∆ ,  este eroarea pe care metoda 

R−K  o face într-o i tera ţ ie .  
 

     Definiţ ia  2.5.  Eroarea de discretizare  la t impul nt ,  

∑
−

=

∆=
1  

1  

    
n

i

in tt  a  metodei  R−K (8.2)  este def in i tă  pr in  
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     ( ) nnn xtxe          −=                                                    (8.4)  

unde ( )ntx  este solu ţ ia problemei (8.1)  la t impul nt ,  iar  nx  

este solu ţ ia ca lculată  de (8.2)  la t impul nt ,  ambele solu ţ i i  

corespunzând condi ţ ie i  in i ţ ia le  0x .  

 

      Defini ţ ia  2 .6.  Spunem că  metoda R−K (8.2)  este de 
ordin r  dacă  

( i)  pentru toate func ţ i i le ( )kk RRCf  ,   ∞∈  ş i  pentru or ice 
k

Rx     ∈  avem:  

( )
∞<

∆

∆
+∞→∆

    
 

   ,  
  lim

1    r
t t

txT
 

( i i )   ex is tă  ( )kk RRCf  ,   ∞∈  ş i  k
Rx     ∈  ast fe l  încât :  

( )
∞=

∆

∆
+∞→

    
 

   ,  
  lim

2    r
t t

txT
.  

 

În part icu lar ,  metoda R−K  se poate apl ica unei  
probleme 
 

     ( )xtfx  ,     =
•

, ( ) 0    0 xx =                                           (8.5)  

în care kk RRf →:  nu depinde expl ic i t  de t imp ( i .e.  (8.5) 1  
este o ecua ţ ie d iferen ţ ia lă  autonomă) .  În condi ţ i i le  
ex isten ţei  ş i  un ic i tăţ i i  so lu ţ ie i  ecua ţ ie i  (8.5) 1  vom vedea că  
problemei (8.5) i  se poate asoc ia un s istem dinamic  
cont inuu.  
 

     Metoda R−K  care rezolvă  numeric  problema (8.5) es te 

     ( ) ( )0  

1  

1           +

=

+ ∑∆+= n

j

s

j

ijn

n

i yfatxy , si  , ... ,1    =                  (8.6)  
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     ( )0  

1  

1 n          +

=
+ ∑∆+= n

j

s

i

in yfbtxx .  

 

     Valor i  mar i  ale pasulu i  nt ∆  d in  metoda R−K  (8 .2)  sau 

(8.6) conduc la eror i  de aprox imare a solu ţ ie i  problemelor  
asoc iate. Valor i  m ic i a le pasulu i măresc acurate ţea solu ţ ie i  
numer ice dar ş i  t impul de calcul.  Algor i tm ii  moderni de 
rezolvare a ecua ţ ie i  di feren ţ ia le ord inare contro lează  
măr imea pasulu i  nt ∆  pentru a scur ta t impul  de calcul  ş i  

pentru a detecta puncte le unde schema de calcul  
aprox imează  greş i t  so lu ţ ia exactă  a problemei asoc iate.  
 

     Controlu l pasulu i pentru metoda Runge −  Kutta (8.6)  
 

     În general,  pentru in tervale de t imp [ ]T ,0 ,  a lgor i tm i i  
care contro lează  paş i i  metodei (8.6) ca lculează  s imultan 
ş i rul  paş i lor  { }nt ∆  ş i  pe cel a l  puncte lor  de aprox imare 

{ }N

nnx
0  =

 .  La t impul ∑
−

=

∆=
1  

0  

     
n

i

in tt ,  nx  este solu ţ ia lu i  (8.6) cu  

condi ţ ia 1  −nx  de la pasul anter ior  ş i  aprox imează  ( )ntx  

unde x  es te solu ţ ia  problemei (8.5).  
 

    Convergen ţa metodelor  Runge −  Kut ta cu pas var iabi l  
 

     Ipoteza  2 .1.  Fie PVI (8.5) în care ( )kkr RRCf  ,   ∈  ş i  
presupunem că  f  are constanta L ipschi tz L într-o vec ină ta te 

( )ε , BV  a  mul ţ imi i  

     ( ) [ ]{ }  ,0     ,  , ,      00 TtxttB ∈Ψ=  

     Atunc i ,  pentru or ice metodă  R −  K de ord in r  ex is tă  
constante le ( )BKK  =  ş i  ( )Btt MM      ∆=∆  as tfe l încât :  
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     ( ) 1           ;  +∆≤∆ r
tKtxT  ,   ( )ε ,      BVx ∈∀  ,   ( )Mtt   ,0     ∆∈∆  

      

     Terema de convergen ţă  a metodelor R −  K cu pas 
var iabi l  (8.6)  
 

     Terema  2.9.  În ipotezele 2.1  ex is tă  0 >∆ ct  astfe l încât  

pentru ş i ru l  paş i lor  { } 1  

0  
 

−

=
∆

N

nnt ,  unde ( ]cn tt   ,0   ∆∈∆ ,  

Ttt
n

i

cn         
1  

0  

≤∆= ∑
−

=

 ş i  ce l a l  punctelor  { }N

nnx
0  =

 ca lculate cu un 

a lgor i tm cu pas var iabi l  pentru metoda R −  K (8.6)  eroarea 
de discret izare (8.4)  sat is face re la ţ ia  

     ( )1            −∆≤ LTr

cn et
L

K
e .  

 
     Metodă  de contro l  a l  pasului  pentru (8.6)  
 

     F ie 1    ≥n .  Cons iderăm ş i rul  de paş i  { }1  10   , ... ,  , −∆∆∆ nttt  

ş i  punctele de aprox imare corespunză toare { }nxxx  , ... , , 21  

astfe l încât pentru ni  , ... ,1    = ,  la t impul i

1  

0  

      xtt
i

j

ji ∑
−

=

∆= ,   ix  

este solu ţ ia lu i  (8.6) cu condi ţ ia in i ţ ia lă  1  −ix  ş i  aprox imează  

so lu ţ ia exactă  ( )itx  a lu i  (8.5) .  Fie 1  +nx  urmă toru l punct  

ca lculat de (8.6) cu pasul ntt       ∆=∆  ş i  condi ţ ia ini ţ ia lă  nx  

ş i  care aprox imează  pe ( )1   +ntx ,  unde nnn ttt      1  ∆+=+ .  

     F ie ( )2

1  +nx  un al t  punct de aprox imare pentru ( )1   +ntx  pe  

care î l  ca lculăm executând (8.6) de două  or i  cu pasul 
2

 nt∆
.  
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Astfel ,  f ie ( )1

1  +nx  so lu ţ ia la t impul 
2

 
  n

n

t
t

∆
+  cu condi ţ ia in i ţ ia lă  

nx  ş i  ( )2

1  +nx  so lu ţ ia la t impul  nnn ttt      1  ∆+=+  cu condi ţ ia  ( )1

1  +nx .  

 
     Aprox imarea eror i i  de discret izare la acest pas este 

     ( )( )1  

2

1  1        
1  2

2
    ++

∗
+ −

−
= nnr

r

n xxe                                     (8.7)  

ş i  ea este mărg in i tă .  Mai  prec is ,  avem 

     ( )1        
1  2

2
      

 
1  

 −∆
−

=
+

∗ ntLr

cr

r

n et
L

K
e  

 

     Controlu l pasulu i se face în modul urmă tor .  F ie 0    >δ  o  
eroare acceptată .  Dacă  

( i )      δ 9.0      1  >∗
+ne                                             (8.8)  

atunci se refac calcule le pentru 1  +nx  ş i  ( )2

1  +nx  descr ise mai  

sus dar cu valoarea pasulu i nt ∆  m icşorată  

      
1  

1

1    

9.0
     

+

∗
+













 ⋅
∆=∆

r

n

nn
e

tt
δ

                                          (8.9)  

unde r  es te ordinul metodei  R −  K .  Dacă    

( i i )     δ 9.0          0 1  ≤≤ ∗
+ne                                      (8.10)  

atunci  se re ţ ine pasul nt ∆  ş i  aprox imarea 

     ( ) ( )( )1  

2

1  

2

1  1        
1  2

1
        ++++ −

−
+= nnrnn xxxx                          (8.11)  

pentru ( )1   +ntx .  Se trece la pasul urmă tor  cu 
x

µ in i ţ ia l izat  

după  cum urmează .  Dacă  
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( i i i )     δ 9.0          0 1  ≤≤ ∗
+ne                                    (8.12)  

atunci  1   +∆ nt  se măreş te fa ţă  de nt ∆ ,  

     

r

1
 

1  

1  
  

       













⋅∆=∆

∗
+

+

n

nn
e

tt
δ

                                      (8.13)  

iar  dacă  0      1  =∗
+ne  luăm 

     nn tt     1  ∆=∆ +                                                        (8.14)  

     Din cele prezentate rezul tă  că  a lgor i tmul  îş i  propune să  

men ţ ină  eroarea de d iscret izare în l im i ta δ      ≤∗
ne .  

     Pentru expr imarea a lgor i tmulu i desemnăm pr in 
( )1   , , , +∆− nn xxttKR  ap l icarea metodei R−K  cu pasul t ∆  

astfe l  încât 1  +nx  es te solu ţ ie pentru (8.6) la t impul tt    ∆+  

cu condi ţ ia  nx .  

 

     0    ←n ,  initialn xx     ← ,  initialn tt ∆←∆     ,  0    ←t  

     whi le  ( )Tt     ≤  do 

          repeat  

                 ( )1   , , ,  +∆− nnn xxttKR  

                 ( )







 ∆
− +

1

1   , ,
2

 ,  nn
n xx

t
tKR  

                 ( ) ( )







 ∆∆
+− +−

2

1  

1

1   , ,
2

 ,
2

      nn
nn xx

tt
tKR  

                 ( )         
1  2

2
    1  

2

1  ++ −
−

← nnr

r

xxe  
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                 i f  ( )δ 9.0    >e  then  
1  

1

 9.0
     

+









⋅∆←∆

r

nn
e

tt
δ

 

                 end_if  

          unt il  ( )δ 9.0        0 ≤≤ e  

          ( ) ( )( )1  

2

1  

2

1  1       
12

1
        ++++ −

−
+← nnrnn xxxx  

          i f  0    >e  then  
r

nn
e

tt

1

1       







⋅∆←∆ +

δ
 

                       else  nn tt ∆←∆ +   1   

          end_if  

          nttt          ∆+←  

          1        +← nn  

     end_while  
 

     Algor i tmul este f in i t .  Dacă  0     0 >∆ t ,  atunc i d in (8.9) ,  

(8.13),  (8.14) deducem 0     0 >∆ t ,  Nn     ∈  ş i  că  ex istă  

NN     ∈ ,  astfe l  încât 0      
1  

0  

≥∆∑
+

=

N

n

nt .  
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3. SISTEME DINAMICE 

 

3.1. DEFINIREA SISTEMELOR DINAMICE. 
CONCEPTE DE BAZĂ 

 
Fie X  un spa ţ iu topologic .  Cons iderăm că  puncte le lu i  X  
caracter izează  s tăr i le  unui  fenomen ş i  numim X  spa ţ iu l  
fazelor  sau spa ţ iu l  s tă r i lor .  

     Desemnăm pr in xX  mul ţ imea apl ica ţ i i lor  spa ţ iu lu i  X  în  
e l însuş i  ş i  f ie T  spa ţ iu l  R  sau Z .  
 
     Definiţ ia  3.1.  Numim sistem dinamic ,  func ţ ia cont inuă  

x
XT →Φ : ,  ( ) tt ϕ     =Φ  unde pentru or ice Tt     ∈ ,  

XXt →  :  ϕ  es te un homeomorf ism ş i  

( i)    XI=0ϕ  (apl ica ţ ia  ident ică  a lui  X )                              

( i i )  stst ϕϕϕ           o=+                                               (9.1)  

 

     Apl ica ţ ia  XXT →×:ϕ ,  ( ) ( )xxt t       , ϕϕ =  se numeş te  

curent  ş i  es te in terpretată  ca mişcarea în t imp a punctelor  
lui  X .  

     Spa ţ iu l  XT  ×  se numeş te spa ţ iu l  fazelor  ext ins .  

     Când RT =  s is temul  se numeş te s istem dinamic  
cont inuu  iar  când ZT =  s is temul se numeş te  s istem 
dinamic discret .  În u lt imul  caz,  curentu l  va f i  notat cu kϕ ,  

Zk     ∈  unde 1  1         −= kk ϕϕϕ o .  

     Vom def in i  t re i  mul ţ im i impor tante în spa ţ iu l  fazelor .  
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     Definiţ ia  3 .2.  Numim orbită  cu or ig inea în Xx     0 ∈  sau 

orb i tă  pr in 0x  o submul ţ ime ordonată  a  spa ţ iu lu i  X,  

( ) ( ){ }       ,     :        00 TtxxXxx t ∈=∈=Γ ϕ .  

 
     Observa ţ ie  No ţ iunea de orb i tă  es te fo los ită  cu 
precădere în cazul  d iscret ,  în  t imp ce în cazul cont inuu se 
numeş te t ra iec tor ie de fază .  

     Pentru 0    ≥t  notăm cu ( )0x
+Γ  orbi ta pozi t ivă ,  iar  pentru 

0    ≤t  notăm cu ( )0x
−Γ  orbi ta negat ivă .  

     Evident ( ) ( ) ( )000            xxx
+− Γ∪Γ=Γ .  

 

     Definiţ ia  3.3.  Un punct Xx     0 ∈  este punct de 

echi l ibru  (punct f ix)  pentru un s is tem dinamic dacă  
( ) 00      xxt =ϕ  pentru or ice Tt     ∈ .  

 
     Definiţ ia  3 .4.  Un ciclu  (sau o orb i tă  per iodică)  este o 
orb i tă  L ,  or icare punct Lx     ∈  sat is făcând ( ) ( )xx tTt       

0  ϕϕ =+  

pentru or ice Tt     ∈ ,  0    >t .  Valoarea +∈ RT    0  (sau N) se 

numeş te per ioada c ic lu lu i .  
 

     În cont inuare considerăm spa ţ iu l  kR  organizat ca spa ţ iu  

topologic corespunză tor  normei euc l id iene ∑
=

=
k

i

ixx
1  

22
        

unde ( ) k

k Rxxx      , ... ,1 ∈= .   

     F ie func ţ ia vector ia lă  k
RRx       :  → ,  ( )txx      = .  

     Notăm cu 
•

x  der ivata în rapor t  cu t  a  lu i  x ,  i .e .  
dt

dx
.  
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3.1.1. Legătura dintre sistemele dinamice cont inue 
ş i  s istemele de EDO autonome 

 
     Cons iderăm k  s is temul de EDO autonome 

     ( )xfx      =
•

, kk RRf →:                                           (9.2)  

def in i t  de câmpul de vector i  ( )kk RRCf  ,   ∈ .  

 
     În anumite condi ţ i i ,  problemei Cauchy pentru (9.2) i  se 
poate asoc ia univoc un s is tem dinamic cont inuu.  
 
     Terema  3.1.  Fie s istemul  autonom (9.2)  a că ru i so lu ţ ie  

( )txx      =  corespunză toare date i in i ţ ia le 0x  ex is tă  ş i  este 

unică  pentru or ice k
Rx     0 ∈  ş i  Rt     ∈ .  Atunc i s istemul  

d inamic cont inuu Φ  a taşat se def ineş te pr in  

( ) ( )00  ,      xtxxt =ϕ  ş i  are spa ţ iu l  fazelor kR .  

 
     Dimens iunea  unui  s is tem dinamic este egală  cu 
d imens iunea spa ţ iu lu i  fazelor .  
     Dacă  s is temul  dat  este neautonom, i .e .  

     ( )xtfx  ,     =
•

, kkk RRRf →×  :                                 (9.3)  

unde ( )kxxx  , ... ,    1= ,  atunc i acesta se poate scr ie 

     ( )xtfx  ,     =
•

,  

     1    =
dt

dt
 

Sau  

( )ygy      =
•

, 1  1  : ++ → kk RRg                                           (9.4)  

unde ( ) 1)(,...,1),( 1 === + tgkitftg kii .  
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     Sis temul (9.4) es te autonom în func ţ ia necunoscută  
( )tyyyy k  , , ... , , 21=  ş i  i  se asoc iază  un s istem dinamic de 

d imens iunea 1+k .  

 

3.1.1. Legătura dintre sistemele dinamice discrete ş i  
ecuaţ i i le recurente 

 

     F ie k
RD     ⊆  ş i  kRDf →: ,  ( )kk RRCf  ,   ∈ .  Fie un ş i r  de  

puncte { }nx ,  Nn     ∈  (sau Z)  care sat is fac  

 

     ( )nn xfx    1  =+ , xx =0 , k
Rx ∈                                     (9.5)  

 
     Teorema  3 .2.  Ecua ţ ia recurentă  (9.5)  def ineş te un 
s istem dinamic  discret în mul ţ imea D dacă  or icare ar f i  

Dx ∈  ex istă  pentru (9.5)  o solu ţ ie { } Dx
nn    

0    
⊂

≥
,  xx =0 ,  

def in i tă  pentru or ice 0    ≥n .  

 
     Observa ţ i i   
     1 .  În  general,  ecua ţ ia (5)  se numeş te  s istem dinamic  
d iscret.  
     2 .  Orbi te le unui s is tem dinamic d iscret (SDD) sunt ş i rur i  
de puncte în spa ţ iu l  fazelor ,  i .e .  

     ( ) ( ){ } { }
0  0  00        

≥≥

+ ==Γ
nnn

n
xxfx               orb ita pozi t ivă  

                                                                                           
(9.6)  

     ( ) { } ∞−==Γ−        
0

0 nnxx                          orb ita negat ivă  

 

     Secven ţa d in (9.6)  es te ( )( ),...   , 00 xffx  sau 

( ) ( ) ( )00

2

00   , ... ,   ,  , xfxfxfx
n .  
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     Definiţ ia  3.5.  Un punct k
Rx   ∈∗  este punct  f ix  al  

s istemulu i (9.5)  dacă  ( ) ∗∗ = xxf      .  

 

     Definiţ ia  3.6. Dacă  ( ) ∗∗ = xxf n       ş i  ( ) ∗∗ ≠′ xxf       pentru 

or ice ni       0 <<  atunc i punctu l ∗
x  se numeş te punct  

periodic  de per ioadă  n ,  iar  mul ţ imea 

( ) ( ) ( ){ }  , ... ,   ,  , 1  2 ∗−∗∗∗ xfxfxfx n  se numeş te orbi tă  per iodică  
de per ioadă  n  a s istemulu i (9.5) .  
 
     De un in teres part icu lar  es te ord inul unui s is tem 
dinamic d iscret.  Sistemul d inamic (9.5) este un s istem de 
ord inul I  în care f iecare punct  de secven ţă  depinde doar de  
punctu l anter ior .  În general,  un s istem dinamic d iscret de 
ord in n  es te asoc iat  unei  ecua ţ i i  de forma 
 

     ( )nmnmnmn xxxfx  , ... , , 2    1      −+−++ =                                 (9.7)  

 
     Exemplu  

     













++=

+=

+=

=

++

+

++

+

6 4 4   

5 2   

 4 4   

 2   

12  

1  

1  2  

1  

nnn

nn

nnn

nn

xxx

xx

xxx

xx

                                         (9.8)  

 
     (9 .8) 1  ş i  (9 .8)2  sunt  ecua ţ i i  recurente omogene  ( fă ră  
termen l iber) ,  iar  (9.8) 3  ş i  (9 .8) 4  sunt neomogene .  (9 .8) 3  ş i  
(9.8)4  sunt ecua ţ i i  de ord inul I I .  
     Dacă  în (9.5) f  nu depinde expl ic i t  de n ,  ecua ţ ia se 
numeş te autonomă .  Alt fel  (ex . ( )nn xhnx      1  ⋅=+ )  ecua ţ ia se 

numeş te neautonomă .  
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     În cont inuare ne vom refer i  la s is teme dinamice 
d iscrete generate de ecua ţ i i  recurente autonome de ordinul 
I  ş i  vom considera cazul când RRf →: .  
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3.2. SISTEME DINAMICE DISCRETE 

 
Fie s is temul d inamic d iscret  

     ( )nn xfx      1  =+ , xx =0 , Rx ∈                                   (10.1)  

unde RDf →: ,  ( )RRCf  ,   ∈  iar  RD     ⊆ .  

 
     Si în cazul  s is temelor d inamice d iscrete,  de o 
impor tan ţă  majoră  es te s tabi l i tatea/ instabi l i tatea puncte lor  

f ixe a le lu i  (10.1).  F ie ∗
x  un punct f ix  a l s is temulu i  (10.1) .  

 

     Definiţ ia  3 .7.  Punctu l f ix  ∗
x  este stabil  dacă  pentru 

0>ε  ex is tă  0>δ ,  as tfe l încât  

     dacă  δ          0 <− ∗xx  a tunc i ( ) ε           0 <− ∗xxf n  

pentru or ice 0>n .  Dacă  ∗
x  nu es te stabi l  a tunc i e l  es te 

instabil .  
 

 
nx

 ε+∗x

 δ+∗
x

 ∗x

 δ−∗x

 ε−∗x

 
 
 

Stabi l  
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nx

 ε+∗x

 δ+∗
x

 ∗x

 δ−∗x

 ε−∗x

 
 

Ins tabi l  

  

     Definiţ ia  3 .8.  Punctu l f ix  ∗
x  es te repulsor  dacă  ex istă  

0>ε  astfe l încă  dacă  ε            0 0 <−< ∗xx  atunc i  

( )                00

∗∗ −>− xxxxf .  

 

 
nx

 ε+∗x

 ∗x

 ε−∗x

 
 

     

 Definiţ ia  3 .9.  Punctu l f ix  ∗
x  este asimptotic stabi l  

(atrac tor)  dacă  es te stabi l  ş i  dacă  ex istă  0    >η  ast fe l  încât  
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     dacă  η        0 <− ∗xx  a tunc i ∗

∞→
= xxn

n
   lim

  
 

     Dacă  ∞=    η  atunc i ∗
x  es te g lobal  asimptot ic  stabi l .  

 
nx

 η+
∗

x

 η−
∗

x

 ∗x

 1

0x

 2

0x

 
Asimptot ic   s tabi l  

 
nx

0

2 4 6 8 n

 1

0x

 2

0x

10

 3

0x

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Global  asimptot ic   s tabi l  
 

 
 
 
 
 

Terema 3.3 .  Fie ∗
x  un punct f ix  a l  s istemulu i d inamic  

(10.1)  unde f  es te cont inuu di feren ţ iab i lă  în ∗
x .  Atunc i:  

( i)     dacă  ( ) 1       <′ ∗xf  atunc i ∗
x  este as imptot ic  stabi l  

(atrac tor)   

( i i )   dacă  ( ) 1       >′ ∗xf  a tunc i ∗
x  este ins tabi l  ş i  repulsor  

( i i i )   dacă  ( ) 1       =′ ∗xf  ş i  
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a)  dacă  ( ) 0     ≠′′ ∗xf  atunci  ∗
x  es te ins tabi l ;  

b)  dacă  ( ) 0     =′′ ∗xf  ş i  ( ) 0     >′′′ ∗xf  atunc i ∗
x  este 

instabi l ;  

c) dacă  ( ) 0     =′′ ∗xf  ş i  ( ) 0     <′′′ ∗xf  atunc i ∗
x  este 

as imptot ic  stabi l .  

( iv)  dacă  ( ) 1      −=′ ∗xf  ş i  

a)  dacă  ( ) ( )( ) 0    3      2  
2

<′′−′′′− ∗∗ xfxf  a tunc i  ∗
x  este 

as imptot ic  stabi l ;  

b)  dacă  ( ) ( )( ) 0    3      2  
2

>′′−′′′− ∗∗ xfxf  a tunc i  ∗
x  este 

instabi l .  
      
Exemplu 1 
     Cons iderăm că  s is temul (10.1) es te l in iar  de ord inul I  
(graf icul lui  f  este o dreaptă  L) .  Condi ţ ia de punct f ix  es te  

nn xx   1  =+ ,  deci pr ima bisectoare trebuie trasată  în desen.  

Ea va f i  notată  cu E .  
Reprezentăm puncte le ob ţ inute pr in i terarea func ţ ie i  ş i  pr in  
intersec ţ i i le  cu pr ima b isectoare.  

 
2x

 
1x

L

 
2x 

1x 
0x  ∗x  

nx
0

 
1  +nx
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Cazul  1:  0 <  panta  (L)  <  1   (Atractor )  

 
1x

L

 
1

x  ∗x  
nx0

 
1  +nx

 
0x

 
2x

 
 

Cazul  2:  panta  (L)  >  1   (Repulsor )  
 
    Observăm că  în cazul  1,  panta drepte i  L  es te mai mică  

decât 1, iar  ∗
x  este atractor (pr in i terare puncte le se 

apropie de ∗
x ) .  În cazul 2, panta lu i  L  este mai mare decât  

1 iar  ∗
x  este repulsor (pr in i terare puncte le se depăr tează  

de ∗
x ) .  

 
     Exemplul  2  
     F ie s istemul  d inamic  

     kxx nn        1    +−=++                                               (10.2)  

     Calculăm urmă tor i i  termeni d in secven ţă .  

     ( ) nnnn xkkxkxx                           1  2   =++−−=+−= ++  

     kxkxx nnn                 2  3   +−=+−= ++  

     ( ) nnnn xkkxkxx                           3   4    =++−−=+−= ++  



          Petre Bazavan          
 
 

  133 

     Dacă  0x  este o valoare in i ţ ia lă ,  atunc i:  

     ........            420 === xxx  

ş i  

     ........            531 === xxx  

     Punctu l f ix  este:  

     
2

           
k

xkxx =⇒+−= ∗∗∗  

     Spunem că  s is temul posedă  un c ic lu de per ioadă  2.  El  

osc i lează  între valor i le 0x  ş i  kx     0 +− .  Punctu l f ix  ∗
x  nu 

este n ic i  a tractor,  n ic i  repulsor .  Mai observăm că  panta lu i  
L  este −1.  

E

0  ........            420 === xxx  ........            531 === xxx

 

2
  

k
x =

∗

 ( ) kxxL nn          1  +−=+

 ∗x

 
      
     În general ,  spunem că  s is temul (10.1)  es te per iodic  
dacă   

     nmn xx       =+                                                          (10.3)  
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pentru un Nm     ∈  f ixat ş i  pentru to ţ i  Nn     ∈ .  Valoarea cea 
mai mică  a lui  m  pentru care es te îndepl ini tă  (10.3) se 
numeş te per ioada solu ţ ie i .  
 

     Definiţ ia  3.10.  Fie RRf →:  o func ţ ie reală  ş i  ∗
x  un  

punct per iodic a l lu i  f  de per ioadă  k .  Atunc i x t inde 

as imptomat ic că t re ∗
x  dacă  secven ţa 

( ) ( ) ( )......    ,  ,  ,  3 2 xfxfxfx kkk  converge la ∗
x .  Cu a l te cuv inte,  

( ) ∗

∞→
= xxf

nk

n
      lim

  
.  Notăm cu ( )∗xW S   mul ţ imea stabi lă  a lui  

∗
x  ş i  aceasta constă  din toate puncte le care t ind as imptot ic  

că t re ∗
x .  

     Dacă  secven ţa ( ) ( ) ( ) ...... ,      ,    ,    ,  3 2 xfxfxfx  este 

fără  l imi tă ,  a tunc i x t inde asimptot ic  la ∞ .  Mul ţ imea stabi lă  

a lu i  ∞  o notăm cu ( )∞ SW  ş i  ea constă  d in toate punctele 

care t ind as imptot ic  la  ∞ .  
 
     Observa ţ ie  Dacă  p  ş i  q  sunt două  puncte per iodice 

d ist incte a le lu i  f ,  atunci ( ) ( ) Φ=∩           qWpW SS .  

 

     Exemplu 1 F ie ecua ţ ia recurentă  3

1    nn xx =+  ,   Nn     ∈ .  

Func ţ ia f  este ( ) 3     xxf = .  Puncte le f ixe sunt date de 

( ) { } 1 ,1  ,0              −∈⇒= xxfx .  
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0

- 1

 ( )( )afa   ,

 ( ) ( )( )afaf   , 
2

 ( ) ( )( )afaf   , 
32

 ( )( )bfb   ,

 b

 b

a 1 x

 
 

     Cons iderăm un punct ( )1 ,0    ∈a  ş i  luăm punctual  
corespunză tor  de pe pr ima b isectoare (care caracter izează  
propr ietatea nn xx   1  =+ ) .  Observăm că  pr in i terarea lu i  f ,  

( ) 0     →af n .  
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     Se poate constata că  ( ) ( )1  ,1    0 −=SW .  Dacă  

( ) ( )∞∪−∞−∈  ,1    1 ,    b  atunc i ( )∞∈      SWb  ⇒  

( ) ( ) ( )∞∪−∞−=∞  ,1    1 ,     SW .  

     Exemplul 2 3

1

1     nn xx −=+  ⇒  RRf →: ,  ( ) 3

1

    nxxf −=  ⇒  

0    =x  es te un punct  f ix .  

     Observăm că :  
( ) ( )

( ) ( ) ( )






=−−=−−=−

−=−=

1    1       1      1 

1     1     1 

3

1

3

1

f

f
.   

     Deci  { } 1 ,1 −  formează  o orb ită  per iodică  de per ioadă  2.  

 ( ) ( )( )afaf    
43

 ( ) ( )( )afaf    
2

 ( ) ( )( )afaf    
32

 ( )af  
2

 ( )af  
4

1

a

 ( )( )afa  ,

 ( )af  

 ( )af  

- 1

0
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     Se observă  că  

( ) ( )

( ) ( )

( )







Φ=∞

∞−=−

∞=

     

0 ,    1 

 ,0    1 

S

S

S

W

W

W

 

     Temă :  

1.   1     1  −=+ nn xx .  
2

1
 este un punct f ix .  Să  se determine 









=

2

1
    S

W .   

2.  
3

1      nn xx −=+  

( ) ?    1 =SW  

( ) ?    1 =−SW  

      

Teorema 3.4 .   Fie ( )RRCf  ,   1∈  ş i  f ie ∗
x  un punct f ix  a l lui  

f .  Atunc i :  

( i)   dacă  ( ) 1       <′ ∗xf  ex istă  un interval deschis U astfe l  

încât  Ux   ∈∗  ş i  ( )∗⊂ xWU S    ;   

( i i )  dacă  ( ) 1       >′ ∗xf  ex is tă  un interval deschis U astfe l  

încât  Ux   ∈∗  ş i  ( )∞⊂    SWU .  

Observa ţ ie  În cazul  când ( ) 1       =′ ∗xf  nu se poate 

spune n imic prec is despre mul ţ im i le  stabi lă  ş i  instabi lă  a  

lui  ∗
x .  
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1

 ( ) ( )1 ,1    0 −⊃
S

W

 ( ) 3
         xxxf −=

 0   =∗x

punct  fix

-1
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 ( ) 3
         xxxf +=

 0  =∗x

 
0x

 
0y

 ( ) RW
S

    0 =

 
 

 ( ) 1       −=
x

exf

punct  fix

 0    =∗x

 ( ) ( ]0 ,      0 
S

∞−=W

 ( ) ( )∞=∞   ,0     
S

W
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     Terema 3.5 .  Fie ( )RRCf  ,   ′∈  ş i  ∗
x  un punct per iodic a l  

lui  f  de pr imă  per ioadă  k .  Atunc i :  

( i)  dacă  ( ) ( ) 1       <
′ ∗

xf
k  ex istă  un in terval deschis  U 

care î l  con ţ ine pe ∗
x ,  ast fe l  încât ( )∗⊂ xWU S    ;  

( i i )  dacă  ( ) ( ) 1       >
′ ∗

xf
k  ex istă  un in terval deschis  U 

care î l  con ţ ine pe ∗
x ,  ast fe l  încât ( )∞⊂    SWU .  

 

     Definiţ ia 3.11.  Fie ∗
x  un punct per iodic  a l lu i  f  cu  

pr imă  per ioadă  k .  Dacă  ( ) ( ) 1       <
′ ∗

xf
k  atunci  ∗

x  punc t  

per iodic atrac t iv.  Dacă  ( ) ( ) 1       >
′ ∗

xf
k  atunc i ∗

x  punc t  

per iodic repulsor.  

     Puncte le f ixe pentru care ( ) ( ) 1       ≠
′ ∗

xf
k  se numesc 

puncte f ixe hiperbol ice .  Evident,  dacă  ( ) ( ) 1       <
′ ∗

xf
k  sunt  

puncte f ixe h iperbol ice atrac toare,  iar  dacă  ( ) ( ) 1       >
′ ∗

xf
k  

sunt puncte f ixe h iperbol ice repulsoare.  
 
 

3.2.1. Funcţ i i  recursive parametrizate.  Bifurcaţ i i  
 
     Cons iderăm sis temele d inamice d iscrete de forma:  

     ( )ncn xfx      1  =+    ,    Rx     0 ∈  
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unde func ţ ia  RRfc →:  depinde de parametru l Rc     ∈ .  

     Ex is tă  s i tua ţ i i  în care schimbăr i  a le valor i lor  
parametru lu i  aduc schimbăr i  în  d inamica s istemulu i.  
Numim astfe l  de schimbăr i  bi furca ţ i i .  
 

     Definiţ ie  3.12.  Fie ( )xfc  o fami l ie de func ţ i i  

parametr izate.  Spunem că  ex is tă  o  b i furca ţ ie pentru  
valoarea 0c  a parametru lui dacă  ex istă  0    >ε  astfe l  încât  

or i  de câte or i  

     00           cac <<− ε    ş i    ε          00 +<< cbc  

d inamica lu i  ( )xfa  este d i fer i tă  de d inamica lu i  ( )xfb .  Cu 

a lte cuvinte, dinamica func ţ ie i  se schimbă  când parametru l  
t rece pr in valoarea 0c .  

 
    Ex istă  mai mul te t ipur i  de bifurca ţ i i .  
 

 Bi furca ţ ia  şa −  nod  

Cons iderăm famil ia de func ţ i i  ( ) cx

c exf
       +=  ş i  vom 

anal iza dinamica aceste ia ut i l izând reprezentăr i  graf ice.  
Vom observa că  d inamica func ţ ie i  se schimbă  atunc i când 
parametru l c  t rece pr in valoarea 1     −=c .  Vom avea tre i  
s i tua ţ i i  d i fer i te  când 1     −<c ,  1     −=c ,  1     −>c .  

 

Cazul   1     −<c  
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a y b z

z
y

x 0

 
 
 

Cazul   1     −=c  
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1.  Sunt două  puncte f ixe ba         0 << .  Punctu l a  este 
atractor ,  iar  b  este repulsor.  Se poate observa aceasta din  

d inamica punctelor  i terate dar ş i  d in ( ) 1         0 ' << afc ,  

( ) 1     ' >bfc .  Evident ,  ce le două  puncte f ixe sunt  hiperbol ice.  

2.  Cele două  puncte f ixe se transformă  într-unul  

s ingur,  1  =∗
x ,  iar  acesta nu este h iperbol ic  pentru că  

( ) 1    1 '

1 =−f .  Anal iza graf ică  arată  că  ( ) ( ] 1 ,      1 ∞−=SW  ,  

( ) ( )∞=∞  ,1     SW .  

 

Cazul  1     −>c .  

 
 

3.  Nu mai sunt in tersec ţ i i  între graf icu l lu i  ( )xfc  ş i  

xy = .  Rezul tă  că  nu mai sunt puncte f ixe după  cum 

arată  ş i  anal iza graf ică .  Avem ( ) RW S      =∞ .  

 
O diagramă  de b ifurca ţ ie  este un graf  a l puncte lor  

per iodice reprezentat  ca func ţ ie  de parametru.  Valor i le  
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puncte lor  per iodice sunt cons iderate pe axa ver t ica lă ,  iar  
va lor i le parametru lu i pe axa or izonta lă .  În  cazul  nostru,  
vom desemna puncte le f ixe pr in l in i i  (curbe) cont inue.  
Adăugăm săge ţ i  ver t ica le care să  sugereze dacă  un punct  
f ix  este atrac tor  sau repulsor.  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

O pr imă  b i furca ţ ie şa-nod este cea care apare în cazul  
nostru. Două  puncte f ixe se transformă  în tr-unul s ingur ,  
apoi,  când 1     −>c  d ispare ş i  acesta ( f igura d in stânga) .  
Ex istă  ş i  o s i tua ţ ie inversă .  De la o d inamică  fără  puncte 
per iodice, la o anumită  va loare de parametru apare un 
punct per iodic,  iar  apoi acesta se despar te în a lte le două  
( f igura urmă toare).  
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     Bifurca ţ ia  furcă  
 

     F ie famil ia de func ţ i i  ( ) ( )xarccxfc  tan     ⋅= .  

     Când 1        0 << c  func ţ ia cf  are un punct f ix  foarte 

aproape de 0 ş i  avem ( ) RW S     0 = .  Când 1    =c  avem în 

cont inuare ( ) RW S     0 =  deş i  ( ) 1    0 ' =cf  (nu mai este 

h iperbol ic) .  Când 1    >c  punctual f ix  0 rămâne, dar se 
transformă  în  repulsor .  Apar  două  no i  puncte f ixe care sunt  

atractoare ( )bşia     .  Avem ( ) ( )0 ,       ∞−=aW S ,  

( ) ( )∞=  ,0     bW S .  

 

Cazur i le   1        0 << c   ş i   1    =c  
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 ( )xf c 

 
 ( )xf c 

 
nx  

0x

 
 

     D iagrama de b ifurca ţ ie este urmă toarea  
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     Bifurca ţ ia  transcr i t ică  
 

     Cons iderăm famil ia ( ) ( )xrxxfr     1      −= .  Cons iderăm 

valor i  ale parametru lu i r  apropiate de 1, 78,0    =r ,  1    =r ,  

3,1    =r .  

 

 ( )xf  
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b

 
 

1    <r :  Două  puncte f ixe:  a  repulsor 0 atractor,   

( ) ( )∞=  ,    0 aW S .  

1    =r :  Un s ingur punct f ix  0 care este repulsor   

pentru ( )0 ,      ∞−∈x  ş i  a tractor pentru  

( )∞∈  ,0    x .  
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3.1    =r :  Două  puncte f ixe.  0 es te repulsor  ş i  b  es te  

atractor ,  ( ) ( )∞=  ,0     bW S .  

 

Diagrama de b ifurca ţ ie  es te urmă toarea  
 

 
 
     Temă  

     ( ) 3         rrxxfr −=  pentru 1    =r .  

     ( ) xmxxfm           3 +=  ,   1    =m   ,   1      −=m .  
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3.3. STUDIUL STABILITĂŢ II SISTEMELOR 
DINAMICE CONTINUE 

 
 În studiu l s is temelor dinamice, obiect ivu l de bază  î l  
reprezintă  pos ib i l i tatea de a prevedea compor tamentul în  
v i i tor  a s istemulu i f iz ic  modelat,  în pr inc ipal la t impi mari .  
Un rol important î l  joacă  s tabi l i tatea solu ţ i i lor  ş i  a  
mul ţ im i lor  invar iante.  
 
Fie ecua ţ ia  diferen ţ ia lă  

     ( )xfx      =
•

,                                                          (11.1)  

unde kRWf       : → ,  k
RW     ⊂  deschisă  ş i  considerăm 

1    Cf ∈ .  

     Pentru Wx    0 ∈ ,  f luxul kRWR         :  →×ϕ  se def ineş te  

pr in  ( ) ( )00  ,      xtxxt =ϕ  ş i  es te solu ţ ia  lui  (11.1) care t rece 

pr in 0x  la momentul 0    =t .  

     F ie ( )  tx  o solu ţ ie pentru (11.1).   

 

Definiţ ia  3.13. ( )  tx  este stabi lă  (sau Liapunov stabi lă)  

dacă  pentru 0>ε  dat,   există  0)( >= εδδ  ast fe l încât ,  

pentru or ice al tă  so lu ţ ie ( )  ty  a lui  (11.1)  care sat is face 

δ<− )()( 00 tytx ,  avem ε<− )()( tytx  pentru 0tt > ,  Rt ∈0 .  

 

     Cu al te cuvinte, ( )  tx  este s tabi lă  dacă  so lu ţ i i le  care 
p leacă  de lângă  ea la  un t imp dat,  rămân aproape de ea la  
to ţ i  t impi i  urmă tor i .  O solu ţ ie care nu este s tabi lă  es te 
instabi lă .  
 



          Petre Bazavan          
 
 

  151 

Definiţ ia  3.14.  ( )  tx  este asimptot ic stabi lă  dacă  es te 

L iapunov stabi lă  ş i  pentru or ice a ltă  so lu ţ ie ( )  ty  a lu i  

(11.1)  ex is tă  o constantă  0b >   ast fe l încât dacă  

btytx <− )()( 00 ,  atunci  0)()(lim =−
∞→

tytx
t

.  

 

      Cu a l te cuvinte ( )  tx  es te as imptot ic  stabi lă  dacă  
so lu ţ i i le învec inate,  nu neapărat rămân aproape de ea, dar  
converg la ( )  tx  pentru ∞→t .  

 
 

3.3.1. Liniarizare ş i  hiperbolicitate 

 

    F ie ∗
x  un punct  de echi l ibru pentru (11.1).  

      Func ţ ia constantă  ( ) ∗= xtx       este solu ţ ie pentru (11.1)  
ş i  pr in  unic i ta tea solu ţ i i lor  nu ex is tă  o  a l tă  curbă-so lu ţ ie  

care să  t reacă  pr in ∗
x .  În acest caz ( ) ∗∗ = xxt      ϕ  pentru 

or ice Rt     ∈ .  D in această  cauză  pentru punctu l ∗
x  se mai  

folosesc ş i  denumir i le  ″punct sta ţ ionar″  sau ″punct f ix″  al  
f luxulu i .  
 
În  cont inuare cons iderăm 

     ( ) ( )
kjij

i x
x

f
xDf

 ,1     ,

  
 

 
     

=














=

δ

δ
    ,      k

Rx     ∈  

Jacobianul lu i  f   în punctul k
Rx     ∈ .  Mai numim ( )xDf   ş i  

forma l in iară  a lu i  f   în punctu l x  unde ( ) AxDf      =  este o 

matr ice de ord in kk     × .   
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Observa ţ ie  Dacă  ∈0x  ℝ k  este un punct f ix  pentru (11.1),  

pr in tr-o schimbare de coordonate acesta poate f i  deplasat  
în  or ig ine.  
 

Dacă  ( )0 Df  este Jacobianul lu i  f  evaluat în 0 x =  

atunci ,  folos ind o dezvoltare a lu i  f  în ser i i  Taylor în juru l  
or ig inei ,  s is temul (11.1) se scr ie:  

     ( ) ( )2
         0     xOxDfx +=

•

 

     Ignorând termenul  în 
2

  x  asociem lu i (11.1) s istemul  

l in iar  

     ( ) xDfx  0     =
•

, ∈x ℝ
k                                             (11.2)    

 

Definiţ ia  3 .15.  Dacă  ( )∗xDf   nu are valor i  propr i  cu partea 

reală  zero,  punctu l de echi l ibru ∗
x  se numeş te hiperbol ic .  

 
Definiţ ia  3.16.  Dacă  toate valor i le propr i  a le matr ice i 

( )∗≡ xDfA       au par tea reală  s tr ic t  negat ivă ,  numim ∗
x  

punct absorbant .  Dacă  va lor i le  propr i  au partea reală  s tr ic t  

pozi t ivă ,  ∗
x  se numeş te  sursă .  Dacă  se întâlnesc ambele  

semne,  punctu l se numeş te punct şa .  
 

      O propr ietate impor tantă  a puncte lor  ∗
x  absorbante 

este urmă toarea: so lu ţ i i le învec inate lu i  ∗
x  t ind exponen ţ ia l  

că t re ∗
x .  Această  propr ietate es te prec izată  de urmă toarea 

teoremă .  
 

     Teorema 3.6 .   Fie Wx   ∈∗  un punct absorbant pentru 
(11.1) .  Presupunem că  toate valor i le propr i  au partea reală  
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mai mică  decât c− ,  0>c .  Atunc i ex istă  o vecină ta te 

WU   ⊂  cu Ux   ∈∗  ast fel  încât :  

a)  ( )xt  ϕ  es te def in i t  în  U pentru Ux      ∈∀  ş i  0    >t ;  

b)  ( )                   ∗−∗ −<− xxexx tc

tϕ  ,   Ux      ∈∀  ş i  0    ≥t ;  

c) 0      >∃ B  constant  astfe l încât  

( )                    ∗−∗ −<− xxeBxx tc

tϕ  ,  Ux      ∈∀  ş i  ∞→    t .  

 

 ∗x

 
 
 

     În cazul  unui punct absorbant toate tra iector i i le se  

îndreaptă  spre in ter ioru l sfere lor  d in juru l lu i  ∗
x .  

 
     Exemplu,  Mişcarea în p lan ver t ica l  a unui  pendul  
 
     Cons iderăm în p lan ver t ica l un f ir  de lungime l  la  
capă tu l  căru ia se af lă  un obiect  punct i form de masă  m .  F ie  

( )t θ  unghiu l în p lan vert ica l (sensul pozi t iv este cel invers  
acelor de ceasornic )  la momentul  t .  Viteza unghiu lară  es te 

dt

dθ
 iar  vi teza este 

dt

d
l

θ
 ⋅ .  For ţa de f recare es te 

dt

d
k

θ
    − ,  

unde 0>k  es te o constant .  Această  for ţă  este tangent  
cerculu i de rază  l  pe care se mişcă  pendulu l.   
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      For ţa gravi ta ţ ională  nu  are componenta ( )tm   sin      θ⋅−  
tangentă  la  cerc . For ţa totală  tangentă  la cerc la momentul  

t  este 







+−= θ

θ
 sin              m

dt

d
klF .  Accelera ţ ia es te  

2

2

     
dt

d
la

θ
= .  

     D in legea lui  Newton 
m

F
a     =  avem: 

     θθθ  sin           −′−=′′
m

kl
l  

sau 

     θθθ  sin  
1

           
em

kl
−′−=′′  

 

m

l

 θ

 
 

     F ie o nouă  var iabi lă  θω ′=    ,   vi teza unghiu lară .  

     Ecua ţ ia precedentă  este echivalentă  cu s istemul  
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−−=′

=′

m

k

l
     sin  

1
       

     

θω

ωθ

 

     Puncte le de echi l ibru sunt ( ) ( )0 , ,     , πωθ n= ,  

2  ,1  ,0    ±±=n .  

     Ne concentrăm asupra punctu lu i ( )0 ,0 .  

     Câmpul de vector  f  este 

( ) 







−−= ωθωωθ       sin  

1
    ,     ,  

m

k

l
f .  

Are der ivata în ( )ωθ  , ,  

     ( )














−−
=

m

k

l

Df
    cos  

1
  

10
     ,  θωθ  

s i .  Pr in evaluarea în ( )0 ,0 ,  

     ( )














−−
=

m

k

l

Df
    cos  

1
  

10
    0 ,0  θ  care are valor i le propr i  

      



























−








±−   

4
           

2

1 2

1
2

lm

k

m

k
 

      Partea reală  
m

k

 2
  −  es te negat ivă  deoarece 0    >k ,  

0    >m .  Punctu l de echi l ibru ( )0 ,0  este absorbant.  Ca 
urmare, pentru unghiur i  in i ţ ia le suf ic ient de mic i ş i  v i teze  
unghiu lare mic i,  pendulu l t inde spre pozi ţ ia de echi l ibru  
( )0 ,0 .  
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     Problema s tabi l i tăţ i  so lu ţ ie i  ( )  x
_

t  a  lu i  (11.1)  presupune 
parcurgerea urmă tor i lor  doi  paş i  
 

1.  Se determină  dacă  so lu ţ ia 0 =x  a lu i  (11.2) este 
stabi lă ;  

2.  Se arată  că  s tabi l i ta tea solu ţ ie i  0 =x  a lu i  (11.2)  

impl ică  s tabi l i tatea solu ţ ie i  ( )  x
_

t  a  lu i  (11.1) .  

      
     Pasul 1 poate f i  la fe l  de d if ic i l  ca în cazul problemei 
or ig inale (11.1) deoarece, pentru s is temele l in iare a căror  
coef ic ien ţ i  sunt  func ţ i i  dependente de t imp, nu ex istă  
metode anal i t ice generale care să  permită  determinarea 
solu ţ ie i .  Totuş i ,  vom vedea mai târziu că  pentru solu ţ i i le  

echi l ibru a le lu i  (11.1),  i .e.  ( )  x x
__

=t ,  se poate t rage o  
conc luzie pe baza stabi l i tăţ i i  d in cazul s istemulu i l in iar izat  
asoc iat  (11.2).  
 
În cont inuare dor im să  găs im o schimbare locală  de 
coordonate ( )y  hx    =  care, înt r-o vec ină ta te a or ig inei ,  să  
t ransforme orb ite le f luxulu i nel in iar  (11.1) în cele a le 
f luxulu i  l in iar  asoc iat  (11.2).  
 

Fie U  o vec ină ta te a unui punct f ix  x  pentru (11.1).  Pr in 
analogie cu var ietăţ i le  invar iante d in cazul  l in iar  def in im 
 

     ( ) ( ) ( ){ }
0    

    ,    , ,,            
≥

∈∞→→∈=
t

S

loc UtytxtyUyxW ϕϕ  

     ( ) ( ) ( ){ }
0    

    ,    ,    ,,            
≤

∈∞−→→∈=
t

S

loc UtytxtyUyxW ϕϕ  

      
Urmă toarea teoremă  arată  că  aceste var ietăţ i  ex istă  ş i  sunt  
de aceeaş i  d imens iune ca var ietăţ i le corespunză toare d in 
cazul  l in iar  asociat  
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     ( ) yxDfy       =
•

,  

unde x  este punct f ix  h iperbol ic .  Mai mul t ,  var ietăţ i le  d in 
cazul  nel in iar  sunt  tangente la  var ietăţ i le  d in cazul  l in iar .  
 
Teorema 3.7.  Presupunem că  or ig inea este un punct f ix  

h iperbol ic  pentru ecua ţ ia ( )xfx      =
•

 iar  SE  ş i  UE  sunt  
var ietăţ i le s tabi lă  ş i  ins tabi lă  a le s istemulu i l in iar izat  

( ) xDfx  0     =
•

.  Atunci  ex is tă  o  var ietate locală  s tabi lă  ş i  a l ta  

instabi lă  ( )0 S

locW ,  ( )0 U

locW  de aceeaş i  d imensiuni cu SE  ş i  

respect iv UE .  Aceste var ietăţ i  sunt respect iv tangente la  
SE  ş i  UE  în  or ig ine.  

 

 
 

     Punctu l f ix  h iperbol ic  0x  este ″absorbant″  dacă  ( )0 xDf  

are toate valor i le propr i  cu par tea reală  s tr ic t  negat ivă .  
Punctu l  0x  este ″sursă″  dacă  toate valor i le  propr i  ale lu i  
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( )0 xDf  au partea reală  s tr ic t  pozi t ivă .  Al t fe l  0x  este ″punct  

şa″ .  
 
     Teorema  3 .8. (Hartman-Grobman)  Fie ecua ţ ia (11.1) .  
Dacă  0    =x  este punct f ix  hiperbol ic  atunc i ex istă  o  
apl ica ţ ie cont inuă  ş i  inversabi lă  h ,  def in i tă  într-o 
vec ină ta te a lu i  0    =x  care transformă  orb ite le f luxulu i  

nel in iar  în cele ale f luxulu i l in iar  ( )( )0  xp Dfte ⋅ .  Această  
ap l ica ţ ie poate f i  a leasă  ast fel  încât  parametr izarea 
orb i te lor  pr in t imp este păstrată .    
 

3.3.2. Stabi l itatea punctelor de echil ibru 

 

       Notăm cu ( )rxB  ,  b i la centrată  într-un punct k
Rx     ∈  ş i  

de rază  r .  
 

     Definiţ ia  3 .17.  Spunem că  punctul  de echi l ibru ∗
x  es te  

stabi l  dacă  0     >∀ ε ,  ( ) 0          >=∃ εδδ  astfe l încât dacă  

( )δ,     ∗∈ xBx  atunc i ( ) ( )εϕ  ,      ∗∈ xBxt  pentru or ice 0    ≥t .  

Dacă  în p lus avem ( ) 0             lim
    

=− ∗

∞→
xxt

t
ϕ  spunem că  

punctu l de echi l ibru ∗
x  este atractiv ,  iar  dacă  egal i tatea cu  

zero a l imite i este adevărată  pentru ∞−→       t  spunem că  

punctu l ∗
x  este repulsiv .  Un punct de echi l ibru care este 

stabi l  ş i  atrac t iv  es te asimptot ic stabil .  Dacă  punctu l de 
echi l ibru nu este s tabi l ,  el  se numeş te instabil .   
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 ∗x

 ( )δ, 
∗

xB

 
 

Stabi l i ta te  
 

 

 ∗x

 ( )ε,  
∗

xB

 ( )δ,  
∗

xB

 
 

Stabi l i ta te as imptot ică  
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 ∗x
 ( )δ,  

∗
xB

 ( )rxB ,  
∗

 
 

Ins tabi l i tate  
 

     Ex is tă  o vec ină tate ( )rxB  ,  astfe l încât pentru or ice 

vec ină ta te ( )δ , xB  a lu i  ∗
x  ex is tă  măcar  o solu ţ ie ( )tx  cu 

punctu l  in i ţ ia l  ( ) ( )δ ,     0 ∗∈ xBx  care pă răseş te ( )rxB  , ∗ .  

     Un punct absorbant este as imptot ic  stabi l  ş i  deci este ş i  
s tabi l .  
     Un punct şa este instabi l .  Acelaş i  lucru se poate spune 
ş i  despre o sursă .  
     Un exemplu de punct de echi l ibru care este stabi l  dar  

nu ş i  as imptot ic  stabi l .  Fie ecua ţ ia l in iară  Axx     =
•

,  Rx     ∈ ,  
unde A  are valor i  propr i  pur imaginare. Toate orb i te le sunt  
e l ipse.  Or ig inea ( )0 ,0  es te punct  stabi l  dar ,  evident ,  nu 
este ş i  as imptot ic  stabi l .  
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     D in cele spuse până  acum rezultă  că  un punct de  
echi l ibru hiperbol ic  es te sau ins tabi l  sau asimptot ic  s tabi l .  
 

     Terema 3.9.  Fie k
RW     ⊂  o  mul ţ ime deschisă  ş i  

kRWf       :  →  cont inuu d i feren ţ iab i lă .  Presupunem că  ∗
x  

este un punct de echi l ibru s tabi l  pentru ecua ţ ia ( )xfx      =
•

.  

Atunc i ( )∗xDf   nu are valor i  propr i  cu parte reală  pozi t ivă .  

 
     Exerc i ţ i i  
 

1.  Fie s is temul:  

Axx     =
•

 

cu A  operator în kR .  Fie k
R    0 ∈  punctu l de echi l ibru. Să  

se determine în care d intre cazur i le urmă toare 0 este punct  
stabi l .  

     1 .  







=

00

10
    A ;   2 .  









−
=

2  2

21
    A ;   3 .  



















−

−

=

01  00

1000

0001

001  0

    A ;  

     4 .  



















−

−

=

01  01

1001

0001

001  0

    A  

2.  Fie s is temul:  
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( )








−+−=

−=
•

•

22 2        2    3     

1          

yxyxy

yxx
                            (11.3)  

      

    Să  se determine punctele de echi l ibru ş i  dacă  acestea 
sunt s tabi le sau ins tabi le .  
 
     Rezolvare  Punctele de echi l ibru sunt caracter izate de  

0    =
•

x  ş i  0    =
•

y .  D in (11.31 )  ⇒  0    =x  ş i  1    =y .   

     Subst i tu ind 0    =x  în (11.32)  ş i  cons iderând 0    =
•

y ,  

ob ţ inem 0    =y ,  1      −=y .   

     Subst i tu ind 1    =y  ob ţ inem 4      −=x  ş i  1    =x .  

     Puncte le de echi l ibru sunt:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,1 ,1 ,4   ,1  ,0 ,0 ,0     , −−=yx .  

     ( ) 








−−+

−
=

yx

xy
yxDf

4    2  2    3

1    
    ,   

     ( ) 








−−+

−
=

yx

x
Df

4    2  2    3

1  
    0,0    

au valor i  propr i  −1 ş i  −2.  Dec i ( )0 ,0  es te as imptot ic  stabi l .  

     Să  se arate că  în cazul celor la l te 3 puncte de echi l ibru 
Jacobianul are valor i  propr i ,  una pozi t ivă  ş i  a l ta negat ivă .  
     În acest caz puncte le de echi l ibru sunt  instabi le.   
 

3.  









−=









−+=

•

•

xy

xxayx

      

      
3

1
          2

       ,     0    >a  
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Evident ,  ( ) ( )0 ,0     , =yx  es te un punct de echi l ibru.  

( )
( )












−

−
=

01  

11   
    ,  

2
xa

yxDf   ş i   ( ) 








−

−
=

01  

1 
    0 ,0  

a
Df  cu 

ecua ţ ia caracter is t ică  0    1      2 =++ λλ a  ş i  va lor i  propr i  

4           2

2 ,1 −±−= aaλ .  Cum 0    >a ,  rezul tă  că  ( )0 ,0  es te  

as imptot ic  stabi l  dacă  .2    ≠a  

4.  Să  se arate că  ( ) ( )0 ,0     , =yx  es te punct de echi l ibru 
as imptot ic  stabi l  pentru s is temul  








+−+−=

−+−=
•

•

22

2

8     3   2     4     2    

 4       5     2    

yxyxyxy

xyxyxx
.  

 
Răspunsul la pasul doi d in problema stabi l i tăţ i  so lu ţ ie i  

( )  x
_

t  a  lu i  (11.1) ,  enun ţată  în paragrafu l anter ior ,  este dat  
de urmă toarea teoremă .  
 
Teorema  3 .10.  Fie s istemul (11.1) .  Presupunem că  toate 

valor i le propr i  a le lu i  ( )∗xDf   au partea reală  s tr ic t  

negat ivă .  Atunc i so lu ţ ia echi l ibru ∗= xx  a lu i  (11.1)  es te 
as imptot ic  stabi lă .  
 

 
3.3.3. Funcţ i i  Lyapunov.  O altă  modalitate pentru 

studiul  stabi l ităţ i i  

 
     Ex is tă  ş i  o a l tă  modal i tate de studiu a l  stabi l i tăţ i i  unui  
punct de echi l ibru a l  s istemulu i d inamic cont inuu asoc iat  
lui  (11.1).  Este vorba de fo losi rea func ţ i i lor  Lyapunov .  
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     Dacă  func ţ ia f  d in (11.1) es te def in i tă  pe mul ţ imea 

deschisă  k
RW     ⊂  cons iderăm o vec ină ta te WU     ⊂  a  

punctu lu i de echi l ibru ∗
x  ş i  f ie RUV       : →  o func ţ ie  

d iferen ţ iab i lă .  Notăm pr in RUV       : →
•

 func ţ ia def ini tă  pr in  

( ) ( ) ( )( )xfxDVxV         =
•

.  

     Pr in ( )xDV   desemnăm operatoru l de d iferen ţ iere  

apl icat  vectoru lu i ( )xf  .  

     Dacă  ( )xt  ϕ  este solu ţ ia s is temului d inamic  cont inuu 

asoc iat  lu i  (11.1)  care trece pr in x  la  t impul  0    =t ,  a tunc i  

     ( ) ( )( )
0   

         
=

•

=
tt xV

dt

d
xV ϕ  

     Dacă  ( )xV  
•

 este negat ivă  a tunc i V  este descrescă toare 
de-alungul so lu ţ ie i  (11.1)  pr in  x .  
 

     Teorema 3.11.  (Lyapunov) Fie Wx   ∈∗  un punct de 
echi l ibru pentru (11.1) .  F ie RUV       : →  o  func ţ ie cont inuă ,  

d i feren ţ iab i lă  în U ∖ { }∗x  as tfe l încât :  

a)  ( ) 0     =∗xV   ş i   ( ) 0     >xV    dacă    ∗≠ xx     ;   

b)  ( ) 0     ≤
•

xV   pentru  Ux     ∈ ∖ { }∗x .  

Atunc i ∗
x  es te stabi l .  În p lus , dacă   

c) ( ) 0     <
•

xV     pentru    Ux     ∈ ∖ { }∗x  

atunci  ∗
x  es te as imptot ic  stabi l .  

 

     Exemplul 1   F ie s is temul  dinamic în 3R  descr is de  
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( )

( )













−=

−−=

−=

•

•

•

3       

1       

1  2     

zz

zxy

zyx

 

     Evident,  axa z ,  ( ){ } 0         , , == yxzyx  constă  în întregime 

din puncte de echi l ibru pentru s istem. Cons iderăm punctu l  
( )0 ,0 ,0 .  

     F ie:  

     ( ) 222     , , czbyaxzyxV ++=   cu  0     , , >cba  

     ( ) 







++=

••••

zczybyxaxzyxV  2     , ,  

ş i  

     ( ) ( ) ( ) 4    1     1  2    ,,   
2

1
czzbxyzaxyzyxV −−−−=

•

.  

     Dacă  luăm 1    =c  ş i  ba      2 =  avem ( ) 0     , , ≤
•

zyxV .  Dec i  

( ) 222   2     , , zyxzyxV ++=  este func ţ ie Lyapunov ş i  ( )0 ,0 ,0  

este stabi l .  Cum 0   <
•

V  punctul ( )0 ,0 ,0  este as imptot ic  
stabi l .  
 

     Exemplul  2 F ie s is temul dinamic în 2R  asoc iat  
s istemulu i de EDO 

     







+−−=

−+−=
•

•

2

2

    5     2       

 2             

yxyyy

xyxxx
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     Or ig inea ( )0 ,0  es te punctu l de echi l ibru. F ie 

( ) ( )22  
2

1
    ,  yxyxV +=  

     

( ) ( ) ( )yxyyxxyyxxyxV      5    2      2        1            , 22 −+−+−−=+=
•••

 

     Deoarece într -o vec ină ta te a lu i  ( )0 ,0  expres i i le  

( )yx  2        1 +−  ş i  ( )yx      5    2 −+  sunt pozi t ive,  rezul tă  că  

( )yxV ,  es te func ţ ie Lyapunov. 

     Vec ină ta tea lu i  ( )0 ,0  es te dată  de regiunea 

     ( ){ } 2       5,1     2         , <−<− yxyxyx .  
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3.4. COMPORTAMENT ASIMPTOTIC 

 
Cons iderăm în cont inuare EDO (11.1).  
 

3.4.1. Mulţ imi invariante ş i  mulţ imi l imită   

 
Definiţ ia  3.17.  Fie Φ  s is temul d inamic cont inuu generat de 

(11.1) .  Mul ţ imea kRB     ⊂  se numeş te  invariantă  pentru 
s istemul  d inamic Φ  dacă  ( ) Bxt      ∈ϕ  pentru or ice Bx     ∈  ş i  

or ice Rt     ∈ .  

 
     D in def in i ţ ia punctu lu i de echi l ibru rezultă  că  acesta 
este o mul ţ ime invar iantă .  Un a lt  exemplu de mul ţ ime 
invar iantă  es te c ic lu l  l im ită .  Un c ic lu l imită  a l  unui s is tem 
dinamic cont inuu este o orb ită  per iodică  închisă  ş i  izo lată  
în  mul ţ imea orb i te lor .  
 

     F ie kRB     ⊂  o mul ţ ime mărg in ită .  Pentru urmă toarele 

def in i ţ i i  fo losim nota ţ ia U
Bx

tt xB
∈

= )()( ϕϕ .  

 
Definiţ ia  3.18.   

Mul ţ imea { }xxtRtRxx
ntnn

k →∞→∈∃∈= )(,,)( 00 ϕω  se 

numeş te mul ţ imea ω -  l imită  a lu i  0x .   

Mul ţ imea { }xyBytRtRxB
ntnn

k →∈∃∞→∈∃∈= )(,,,)( ϕω  

se numeş te  mul ţ imea ω -  l imită  a  lu i  B .  

Mul ţ imea { }xxtRtRxx
ntnn

k →−∞→∈∃∈= )(,,)( 00 ϕα  se 

numeş te mul ţ imea α -  l imită  a lu i  0x .   
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Mul ţ imea 

{ }xyBytRtRxB
ntnn

k →∈∃−∞→∈∃∈= )(,,,)( ϕα  se 

numeş te mul ţ imea α -  l imită  a lu i  B .  

 

Teorema  3.12.  Fie kRB     ⊂  o mul ţ ime mărg in ită .  Atunc i 

)(Bω  este închisă  iar  dacă  U
0

)(
≥t

t Bϕ  este mărg in ită  a tunci  

)(Bω  es te invar iantă .  

 
Definiţ ia  3 .19.  Un ciclu l imită  a l  lu i  (11.1)  este o orb i tă  
inchisă  γ  astfe l încât (x) ωγ ⊂  sau (x) αγ ⊂  pentru or ice  

γ∉x .  

 
3.4.2. Mulţ imi atract ive, atractori,  bazine de atracţ ie  

 

Definiţ ia  3 .20.  O mul ţ ime inchisă  ş i  invar iantă  kRA ⊂  se 
numeş te mul ţ ime atractivă  dacă  ex istă  o vecină ta te U a lu i  

A as tfe l încât  UU ⊂)(tϕ   ş i   AU
t

=
>

I
0

t )(ϕ .   

 
Definiţ ia  3 .21.  O mul ţ ime compactă  ş i  pozi t iv  invar iantă  

kRB ⊂  se numeş te mul ţ ime absorbantă  dacă  ex istă  o  

submul ţ ime mărg ini tă  U a lui  kR  cu propr ietatea BU ⊃  ş i  

ex istă  0>Ut  astfe l încât   UttBU >∀⊂ ,)(tϕ .  

 
Definiţ ia  3 .22.  Bazinul de atrac ţ ie a l unei mul ţ imi atrac t ive 

kRA ⊂  este dat de U
0

)(
≤t

t Uϕ  unde U este orice  mul ţ ime 

deschisă  care sat is face condi ţ i i le d in def in i ţ ia 4 .  
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Exemplu  
 
Fie s is temul,  
 

( ) 11

3

,,

y-     

x-  x   
RRyx

y

x
×∈








=

=
•

•

 

 

care are un punct şa ( )0,0  ş i  două  nodur i  ( )0,1± .  Axa y  este 

var ietatea stabi lă  pentru ( )0,0 .  Alegem o regiune din  
11 RR ×  sub formă  de e l ipsă  pe care o denumim M  ş i  care 

con ţ ine cele tre i puncte f ixe. Intervalu l [ ] I
0

t )(1,1
>

=−
t

Mϕ  este 

o  mul ţ ime atrac t ivă .  
 

M

1  −

y

0 1 x

 
 
     Mul ţ imea atract ivă  din exemplu l precedent,  intervalu l  
[ ]1,1− , conţ ine doi  atractor i ,  ( )0,1± .  De aceea no ţ iunea de 
mul ţ ime atract ivă  nu este suf ic ient  de prec isă .  
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Definiţ ia  3 .23.  O mul ţ ime inchisă  ş i  invar iantă  kRA ⊂  se 
numeş te topologic t ranzit ivă  dacă  pentru or ice două  

mul ţ imi  deschise kRVU, ⊂ există  R∈t   as tfe l încât  

Θ≠∩VU )(tϕ .  

 
Definiţ ia  3.24.  Un atractor  es te o mul ţ ime atrac t ivă  ş i  
topologic tranzi t ivă .  
 
Teorema Poincaré-Bendixon ne dă  o determinare completă  
a compor tamentulu i as imptot ic  în  cazul  f luxur i lor  d in p lan.  
 
Teorema  3.12. (Poincaré-Bendixon).  Fie s istemul  d inamic  

asoc iat lui  (11.1) în cazul 2=k .  Fie 2    RM ⊂  o regiune 
pozi t iv  invar iantă  care con ţ ine un număr  f in i t  de puncte 
f ixe. Fie Mp ∈  ş i  cons iderăm )( pω .  Atunc i ,  una d intre  
urmă toare le af irma ţ i i  este adevărată ,  

i .  )( pω  este un punct fix; 

i i .  )( pω   este o orbită  închisă ,  

i i i .  )( pω  constă  d intr -un numă r  f in i t  de puncte { }
jp  ş i  

orb i te  γ  cu ip=)(γω  ş i  jp=)(γα .  

 



          Petre Bazavan          
 
 

  171 

3.5. SOLUTII PERIODICE. STABILITATEA 
ACESTORA 

 
Stabi l i ta tea orb i te lor  per iodice va f i  enun ţată  luând în 
cons idera ţ ie  mul ţ imea puncte lor  de pe orbi ta per iodică .  
 
     F ie s istemul  d inamic cont inuu asoc iat ecua ţ ie i  

     ( )xfx      =
•

                                                          (13.1)  

unde kk RRf →:  ş i  rCf   ∈ .  

 
     Cons iderăm o solu ţ ie per iodică  pentru (13.1),  i .e.  

),()( 0Ttxtx +=  1    0 >T  per ioada aceste ia ş i  f ie γ  orb ita 

per iodică  corespunză toare d in spa ţ iu l  fazelor.  
 

     Def in im dis tan ţa de la un punct k
Rx     ∈  la  γ  pr in  

     ( ) ( ){ } 0      ,            min     ,  0 ≥−= txxxd tϕγ                    (13.2)  

unde γ   0 ∈x  es te un punct  oarecare,  dar  f ixat .  

 
     O vec ină ta te a lui  γ  este 

     ( ) ( ){ }      ,   ,          ,  εγεγ <∈= xdRxN k                         (13.3)  

 
     Definiţ ia  3 .25.  Orbita per iodică  γ  este stabi lă  dacă  

0     >∀ ε ,  ( ) 0           >=∃ εδδ  ast fel  încât dacă  ( )δγ  ,     Nx ∈  

atunci  ( ) Nxt      ∈ϕ  pentru or ice 0    ≥t .  Dacă  în p lus  

( )( ) 0     ,    lim
    

=
∞→

γϕ xd t
t

 atunc i γ  este asimptotic stabilă .  

Dacă  orb ita γ  nu es te s tabi lă  a tunc i  ea este instabi lă .  
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     În consecin ţă ,  orb ita per iodică ,  pr iv i tă  ca mul ţ ime de 
puncte, poate atrage puncte le învec inate. Mai prec is,  
t ra iector i i le pr in aceste puncte se apropie de orbi ta 
per iodică .  

      
 
     Ex is tă  o strânsă  legă tură  înt re propr ietăţ i le d inamice 
a le curentu lu i  tϕ  în  apropierea curbei γ  ş i  cele a le une i  

apl ica ţ i i  Poincaré asoc iate curbei δ .  Acest  aspect es te 
foarte important în cazul s tudiu lu i s tabi l i tăţ i i  orb i te i  γ .  

 
3.5.1. Def inirea unei aplicaţ i i  Poincaré 

 

     F ie kR    ⊂Σ  o sec ţ iune t ransversală  la γ  în punctul  

γ  0 ∈x .  F ie k
RU     ⊂  o  vecină tate a lu i  0x .  

     Dacă  0T  este per ioada lu i  γ  atunci când t  creş te  

valoarea lu i  t rece de  0T ,  iar  curba solu ţ ie ( )0 xtϕ  întâ lneş te  

pe Σ  în 0x .  Dacă  un punct Σ∈    x  este suf ic ient de 

aproape de 0x  atunci  ex istă  un t imp, pe care î l  notăm 



          Petre Bazavan          
 
 

  173 

( )x σ ,  aproape de valoarea de 0T  astfe l încât ( ) ( )xx   σϕ  

în tâ lneş te Σ .  
 

     Def in im apl ica ţ ia RU →  :σ  astfe l  încât :  

     ( ) 00      Tx =σ  

     ( ) ( ) Σ∈      xxσϕ  

     ( ) Σ∉     xtϕ      pentru    ( )xt          0 σ<<  

 

     Al t fe l  spus, pentru un punct Σ∩∈    Ux  ( )x σ  este 
momentul de t imp când tra iec tor ia pr in x  întâ lneş te pr ima 
oară  pe Σ .  Notăm Σ∩=Σ    0 U .  

 

     Asoc iem orb i te i  γ  ap l ica ţ ia  00: Σ→ΣP ,  

     ( ) ( ) ( )xxP x        σϕ=                                                  (13.4)  

 

     Observăm că  ( ) 00      xxP = ,  r
CP     ∈  ş i  P  inversabi lă .  

Numim P ,  apl ica ţ ia Poincaré asoc iată  lu i  γ .  
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Apl ica ţ ia P este de c lasă  r
C   la fe l  ca f ,  inversabi lă  pe 0Σ  

iar  va lor i le propr i  a le lu i  ( )  0xDP  sunt independente de 

γ∈0x .  Valor i le  propr i  ale lu i  ( )  0xDP  se numesc 

mult ip l icator i i  orbi tei  per iodice γ .  

 
Mai  observăm că  

     ( )nn xPx      1  =+                                                      (13.5)  

def ineş te  un s is tem dinamic d iscret .  
 
     Două  rezul tate importante s tabi lesc legă tura d int re  
propr ietăţ i le d inamice ale f luxulu i în apropierea lu i  γ  ş i  

propr ietăţ i le lu i  P  în apropierea lu i  0x .  
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     Propoziţ ia  3.1.  Fie apl ica ţ ia Poincaré  (13.4)  asoc iată  

orb i te i  per iodice γ .  Fie Σ∈    x  ast fe l încât ( ) 0
  

   lim
0

xP
n

x
n

=
∞→

.  

Atunc i ( )( ) 0   ,   lim t
  

=
∞→

γϕ nd
n

.  

 

     Teorema 3.13.  Dacă  0x  este un punct absorbant pentru  

P atunc i γ  es te as imptot ic  stabi lă .  

 

     F ie ( ) ( ) ( )0
0

0   
 

  
     x

x

x
xD

j

i

t
t 













=

δ

ϕδ
ϕ  unde ( )x

i

t  ϕ  este a i-a 

component  a lui  tϕ .  

 

 Propoziţ ia  3.2.  Fie kRH     ⊂  invar iant în raport  cu  

( )0
0

xD
T

ϕ .  Atunc i ( ) ( )
H

T xDxDP       00 0
ϕ= .  

 
În cazul  s is temelor  dinamice generate de s is teme 
neautonome de EDO per iodice,  
 

     ( )xfx      =
•

                                                          (13.6)  

 

unde kk RRf →:  ş i  rCf   ∈ ,  )()( xfTxf =+ ,  ap l ica ţ ia  
Poincaré P  asoc iată  pune în eviden ţă  ex isten ţa orb ite lor  
per iodice (atractor i lor  per iodic i) .  
 
Teorema 3.14.   

( i )  Dacă  P are un punct  f ix  atunc i  (13.6)  are o orb ită  
per iodică  cu per ioada T;  
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( i i )   Dacă  P are un punct per iodic de ord in q atunc i  
(13.6)  are o solu ţ ie per iodic  de per ioadă  qT;  

( i i i )  Dacă  P păstrează  or ientarea ş i  dacă  ex is tă  o curbă  
închisă  invar iată  de P atunci ex is tă  un tor  
invar iant  pentru (13.6) ;  

( iv)  Dacă  n ic i  unul d int re mult ip l icator i i  lu i  P nu are 
modulu l egal cu 1 atunc i P are acelaş i  
comportament topologic ca DP.  

 
 

Exemplu de s istem dinamic  care are un c ic lu l imită   
(orbi tă  per iodică)  

 
     F ie ecua ţ ia  

     0            
3

    

3

=+−+
•

•
••

axx
x

xε                                       (13.7)  

căre ia î i  asoc iem un s istem autonom de EDO 

     


















−−=

=

•

•

ax
y

yy

yx

    
3

      
1

     

     

3

ε

                                     (13.8)  

     Considerăm cazul  0    >ε ,  0    >a  ş i  ară tăm că  s is temul  
d inamic asoc iat  lu i  (13.8)  are un c ic lu l im ită  un ic  atract iv.  
     Subl in iem câteva propr ietăţ i  a le orb i te lor  pos it ive a le 
lui  (13.8).   

Fie RRh →: ,  ( )
3

          
3

y
yyh −= .  

     În spa ţ iu l  fazelor lu i  (13.8) punem în eviden ţă  
urmă toare le curbe:  

     ( ){ } 0      ,0        ,   =>=+
yxyxv  
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     ( ) ( ){ } 0      ,         ,   <=⋅=+
yyhxayxg  

     ( ){ } 0      ,0        ,   =<=−
yxyxv  

     ( ) ( ){ } 0      ,         ,   >=⋅=+
yyhxayxg  

care del im itează  regiuni le  A ,  B ,  C  ş i  D .  
 

 
+g

C

 +v −v

 −
g

 
 

     Observa ţ ie  
     Or ice orb ită  pozi t ivă  a s istemulu i (13.8),  cu excep ţ ia  
ce le i pr in  )0 ,0(  (care este punctu l de echi l ibru) ,  are sensul  

acelor de ceasornic ş i  in tersectează  curbele +−−+ gvgv   ,  ,  ,  
în  această  ord ine trecând pr in regiuni le  A ,  B ,  C ,  D .  
     Demonstra ţ ia  urmă reş te 8 cazur i  pentru s i tua ţ i i le  când 
punctu l ini ţ ia l  a l  orb i te i  pozi t ive ( ) ( ) ( )( )0   ,0      , 00 yxyx =  este 

s i tuat  după  cum urmează  

     ( ) +∈ vyx      , 00 ,    ( ) Ayx      , 00 ∈ ,     ( ) −∈ gyx      , 00 ,     

( ) Byx      , 00 ∈  
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     ( ) −∈ vyx      , 00 ,      ( ) Cyx      , 00 ∈ ,     ( ) +∈ gyx      , 00 ,     

( ) Dyx      , 00 ∈  

     De f iecare dată  se arată ,  după  caz, că  t ra iec tor ia pr in  

( )00  , yx  in tersectează  una d in curbele +−−+ gvgv   ,  ,  ,  sau 

intră  în tr-una d intre regiuni le  A ,  B ,  C ,  D .  
 
     Def in im o apl ica ţ ie  Poincaré.  

     F ie ( )000  ,   yxz = ,  +∈ vz   0  ş i  f ie ( ) ( ) ( )( )tytxzt    ,      0 =ϕ  curba 

solu ţ ie corespunză toare PVI (13.8) cu condi ţ ia in i ţ ia lă  
( ) 0    0 xx = ,  ( ) 0    0 yy = .  

     Notăm cu ( )011    ztt =  cel mai mic 0    >t  astfe l încât  

( ) +∈ vzt     01
ϕ .   

 

Def in im apl ica ţ ia  ++ → vvP :  pr in  

 

     ( ) ( )00     
1

zzP tϕ=                                                    (13.9)  

 
     În cazul  nostru sec ţ iunea este mul ţ imea puncte lor  de pe 

curba +
v  iar  P  es te apl ica ţ ia Poincaré.  

 
     Observa ţ ie  Apl ica ţ ia P  păstrează  ord inea puncte lor  d in  

mul ţ imea +
v .  Mai prec is ,  pentru două  puncte +∈ vqp      ,  în  

re la ţ ia  qp     ≤  avem ( ) ( )qp PP    ≤ .  

     Rela ţ ia  de inegal i tate es te as tfe l încât  

     ( )0 ,    1xp = ,   ( )0 ,    2xq =     ş i     21     xx ≤  
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     Propoziţ ia  3.3.  

( i)   Un punct +∈ vx      es te punct f ix  pentru P dacă  ş i  
numai dacă  x  este s i tuat  pe un c ic lu l imită  a l  lu i  (13.7) .  

( i i )   Apl ica ţ ia P are un punct  f ix  unic.  
( i i i )   Punctu l f ix  a l lu i  P es te absorbant .  

 

Pentru ( i i i )  se arată  că  +∈∀ vz        ş i ru l  ( )zPn ,  Nn     ∈  are ca  

l im ită  punctu l 0z  unde 0z  este punctu l f ix  a l lu i  P .  Alt fe l  

spus, în cazul  s istemulu i d inamic asoc iat lu i  (13.8) ,  
t ra iector ia lu i  ( )0 ztϕ  atrage or ice a ltă  t ra iec tor ie a lu i  

(13.8).  
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3.6. BIFURCATII 

 
Cons iderăm sistemul d inamic asoc iat EDO 
 

     ( ) ( )xfxfx       ,     µµ ==
•

                                          (14.1)                  

 

unde ∈  x  ℝ k  este vector  cu k  s tăr i  ş i  ∈  µ  ℝ r  es te un 

vector de r  parametr i .  Func ţ ia ( ) krk RRRxf →×:   , µ  sau 

:  µf  ℝ k  →  ℝ k  este d iferen ţ iab i lă  în ℝ k  ş i  ind ică  o  famil ie de 

r  parametr i .  
     Sis temul (14.1) depinde cont inuu de µ :  plecând d intr-o 
stare in i ţ ia lă  oarecare, f luxul are d irec ţ i i  ş i  comportamente 
d ifer i te pentru f iecare set  de parametr i .  
     Var ia ţ i i le în µ  determină  schimbăr i  în comportamentul  
s istemulu i d inamic. Ele pot produce p ierderea s tabi l i tăţ i i  
s is temulu i iar  în unele cazur i  conduc spre haos.  
     Vom face o scurtă  prezentare a teor ie i  b i furca ţ i i lor  în  
cazul  codimens iuni i  unu, i .e .  un s ingur  parametru ∈  µ  ℝ,  
pentru s isteme dinamice de d imens iune unu sau doi .  
 
     Cons iderăm că  Jacobianul  

     ( )µ
δ

δ
 ,         xfD

x

f
f xx =





≡ s 

este nes ingular .  

     F ie ( ) ( )00  ,     , µµ xx =  un punct  f ix  pentru (14.1),  i .e.  

( ) 0     , 00 =µxf .  

     Două  probleme se pun :  
1.  Punctu l  f ix  es te stabi l  sau ins tabi l?  
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2.  Cum este afectată  s tabi l i ta tea sau ins tabi l i ta tea de 
var ia ţ ia  parametru lu i  µ ? 

 
Pentru a răspunde la pr ima întrebare trebuie să  

anal izăm s istemul l in iar izat după  punctual  f ix  ( )00  , µx ,  i .e .  

( ) zxfDz x    ,     00 µ=
•

,   ∈  z  ℝ k                                  (14.2)  

 

Dacă  punctu l f ix  este h iperbol ic  ( ( )00  , µxfDx  nu are 

valor i  propr i  pur imaginare) atunci s tabi l i tatea lu i  ( )00  , µx  

este determinată  de ecua ţ ia l in iară  (14.2) .  Acum avem 
pos ib i l i tatea să  dăm un răspuns ş i  la  a doua întrebare.  

Dacă  punctul  de echi l ibru este s tabi l  a tunc i,  m ic i  
var ia ţ i i  a le lu i  µ  nu aduc modif icăr i  a le stabi l i tăţ i i .  Mai  

prec is ,  ş t im că  ( ) 0     , 00 =µxf  ş i  că  ( )00  , µxfDx  nu au valor i  

propr i  s i tuate pe axa imaginară .  Matr icea ( )00  , µxfDx  este  

inversabi lă .  Pr in teorema func ţ i i lor  impl ic i te,  exis tă  o unică  

func ţ ie k
C ,  ( )µ     xx =  astfe l  încât  

( )( ) 0     ,  =µµxf ,  

unde ( ) 00      xx =µ .  

     Pr in cont inui tatea valor i lor  propr i  în raport  cu 
parametru l µ ,  pentru µ  suf ic ient de aproape de 0µ ,  

( )( )µµ  ,  xfDx  nu are valor i  propr i  pur imaginare.  

     Deci ,  pentru µ  suf ic ient de aproape de 0µ ,  punctu l f ix  

h iperbol ic  pers istă  iar  t ipul  său de stabi l i ta te rămâne 
neschimbat.   
     Problemele apar când, var i ind pe µ ,  una d intre valor i le  
propr i  îş i  schimbă  semnul păr ţ i i  reale de la pozi t iv la  
negat iv,  sau invers,  tă ind axa imaginară  la valoarea 
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0    µµ = .  ( )00  , µxfDx  va avea o rădăc ină  pur imaginară  iar  

punctual f ix  ( )00  , µx  devine nehiperbol ic .  

     În acest caz,  pentru µ  foarte aproape de 0µ  ş i  x  

aproape de 0x ,  se vor petrece schimbăr i  radicale de 

d inamică .  Spre exemplu, punctu l f ix  îş i  poate schimba t ipu l 
de s tabi l i tate, unul sau mai multe puncte f ixe pot să  apară  
sau să  d ispară .  
 

3.6.1. Bifurca ţ ia şa-nod 

 
     F ie s istemul  

     ( ) 2        ,     xxfx −==
•

µµ , ∈  x  ℝ1 ,   ∈  µ  ℝ1                 (14.3)  

      

Jacobianul es te o matr ice 1    1 ×  a căre i va loare propr ie  

este ( ) x
x

f
f x  2              −=

∂

∂
≡=µλ .  Punctele f ixe a le lu i  (14.3)  

sunt date de ecua ţ ia  

     0        2 =− xµ ,                                                      (14.4)  

care reprezintă  o parabolă  în p lanul x    −µ .  Or iginea 

( ) ( )0 ,0     , =µx  este punct de b ifurca ţ ie.  Mai prec is,  pentru 

0    <µ  (14.3) nu are puncte f ixe deoarece egal i tatea (14.4)  
nu are sens.  

     Pentru ( ) ( )0 ,0     , =µx  apare un pr im punct f ix  dat de 

chiar aceste valor i .  El este semistabi l .  Pentru 0    >µ  
va loarea propr ie are urmă toare le semne 

     ( )








==

<>

><

−=

0         0   

0         0   

0         0   

   2      

xpt

xpt

xpt

xµλ  .  
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     Deoarece ecua ţ ia (14.4) are două  rădăcini vom avea 
două  puncte f ixe a căror  stabi l i tate es te dată  de ( )µλ .  

Punctu l f ix  corespunză tor  semnulu i 0    >x  este stabi l  ş i  
atract iv iar  punctu l f ix  corespunză tor  semnului 0    <x  este  
instabi l  ş i  repuls iv.  

x

0 ,0 µ

 
 

     F igura de mai sus o numim ″diagramă  de b ifurca ţ ie″ .  
Punctu l ( ) ( )0 ,0     , =µx  este un ″punct de b i furca ţ ie″  iar  

0    =µ  es te o ″valoare de b i furca ţ ie″ .  

     Acest t ip de bifurca ţ ie ( în care de o par te a valor i i  
parametru lu i nu avem nic i  un punct f ix  iar  de ceala ltă  parte 
avem două  puncte f ixe) se numeş te ″şa-nod″ .  
 

3.6.2. Bifurca ţ ia t ranscrit ică  

 
     F ie s istemul  

     ( ) 2         ,     xxxfx −==
•

µµ , ∈  x  ℝ1 , ∈  µ  ℝ1                (14.5)  
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Puncte le f ixe sunt date de        

     0       2 =− xxµ  

sau 0    =x  ş i  µ    =x .  

     Conform diagramei de b ifurca ţ ie  
 

x

µ

 
 

pentru 0    <µ  sunt două  puncte f ixe: 0    =x  s tabi l  ş i  µ    =x  

instabi l .  Pentru ( ) ( )0 ,0     , =µx  aceste două  puncte se unesc 
într-unul s ingur ,  care,  din punct de vedere al s tabi l i tăţ i i ,  
este semistabi l .  Pentru 0    >µ  avem din nou două  puncte 

f ixe 0    =x  instabi l  ş i  µ    =x  s tabi l .  

     Avem o schimbare a t ipu lu i de s tabi l i ta te pentru 
valoarea de b ifurca ţ ie 0    =µ ,  iar  b ifurca ţ ia se numeş te  

″ t ranscr i t ică″ .  
 

3.6.3. Bifurca ţ ia ″″″″pitchfork supercrit ică″″″″  

 
     F ie s istemul  
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     ( ) 3         ,     xxxfx −==
•

µµ , ∈  x  ℝ1 ,  ∈  µ  ℝ 1                (14.6)  

      

Puncte le f ixe sunt  date de 0    =x ,  µ      ±=x  iar  

stabi l i tatea depinde de 

     2 3        x
x

f
−=

∂

∂
µ .                                                  (14.7)  

     Pentru 0    <µ  avem un s ingur punct f ix  0    =x  care es te 

stabi l  







<=

∂

∂
0        µ

x

f
.  

     Pentru 0    >µ  puncte le f ixe sunt  0    =x  ş i  µ      ±=x .  

     0    =x  este instabi l  deoarece ( ) 0         ,0  >=
∂

∂
µµ

x

f
 iar  

ce le la lte două  sunt stabi le deoarece 

( ) 0     2        ,    <−=±
∂

∂
µµµ

x

f
.  

 

x

µ
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     T ipul de b ifurca ţ ie  se numeş te ″pitchfork supercr i t ică″ .  
Este caracter izată  de faptu l că ,  de o par te a valor i i  de 
b ifurca ţ ie avem un s ingur  punct f ix  ( în  cazul  nostru s tabi l)  
iar  de cela l tă  par te apar încă  două  ş i  t ipu l de stabi l i ta te a l  
pr imului  se schimbă .  
 

3.6.4. Bifurca ţ ia ″″″″pitchfork subcrit ică″″″″  

 
     F ie s istemul  

     ( ) 3         ,     xxxfx +==
•

µµ , ∈  x  ℝ1 ,   ∈  µ  ℝ1               (14.8)  

      

Puncte le f ixe sunt  date de  0    =x  ş i  µ       −±=x .  

Stabi l i ta tea depinde de 

     2 3        x
x

f
+=

∂

∂
µ .  

     Pentru 0    <µ  sunt  t re i  puncte f ixe, 0    =x  ş i  

µ       −±=x .   

     Punctu l f ix  0    =x  este stabi l  ( ) 







<=

∂

∂
0         ,0  µµ

x

f
 iar  

µ       −±=x  sunt instabi le deoarece 

( ) 0     2        ,    >−=±
∂

∂
µµµ

x

f
.  

     Pentru 0    >µ  avem un s ingur punct f ix  0    =x  care es te 

instabi l  ( ) 







>=

∂

∂
0         ,0  µµ

x

f
.  
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x

µ

 
 

     T ipul acesta de b ifurca ţ ie se numeş te ″pi tchfork  
subcr i t ică″ .  La acest t ip de bifurca ţ ie ,  d in t re i puncte f ixe  
rămâne unul s ingur iar  t ipu l de stabi l i ta te a l acestu ia se  
schimbă .  
 
     În toate cazur i le  prezentate avem 

     ( ) 0    0 ,0 =f                                                        (14.9)   

ş i  

     ( ) 0    0 ,0  =
∂

∂

x

f
                                                   (14.10)                   

      
      Pentru cazul  b ifurca ţ ie i  şa-nod avem, în p lus,  

     ( ) 0    0 ,0  ≠
∂

∂

µ

f
 

     ( ) 0    0 ,0  
2

2

≠
∂

∂

x

f
 

     În general ,  un câmp de vector i  unu-dimens ional,  
depinzând de un s ingur parametru, i .e .  
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     ( )µ,     xfx =
•

, ∈  x  ℝ1 ,  ∈  µ  ℝ 1                              (14.11)        

se poate aprox ima pr in ser i i  Taylor astfel :  

     ( ) ( )3                      , 2

32

2

10 Oaxaxaaxf ++++= µµµµ        (14.12)  

      

     Se arată  că  în vec ină ta tea lu i  ( ) ( )0 ,0     , =µx  câmpul 
(14.12)  este cal i tat iv  acelaş i  cu 

     2    x  µ  x ±=
•

                                                   (14.13)  

     Deci (14.13) poate f i  văzut ca formă  normală  pentru 
b ifurca ţ ia şa-nod.  
 
     Pentru cazul b ifurca ţ ie i  t ranscr i t ice sunt adevărate 
(14.9) ş i  (14.10) ş i  în p lus  avem: 

     ( ) 0    0 ,0  =
∂

∂

µ

f
 

     ( ) 0    0 ,0  
 

2

≠
∂∂

∂

µx

f
 

     ( ) 0    0 ,0  
2

2

≠
∂

∂

x

f
 

     Se poate ară ta că  în vec ină ta tea lu i  ( ) ( )0 ,0     , =µx  
câmpul (14.12) este cal i tat iv acelaş i  cu 

     2   x  µ   x m=
•

                                                  (14.14) 

      
     Deci (14.14) poate f i  văzut ca forma normal pentru 
b ifurca ţ ia t ranscr i t ică .  
 

     Pentru cazul b ifurca ţ ie i  ″pitchfork″  sunt adevărate 
(14.9) ş i  (14.10) ş i  în p lus  avem: 
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     ( ) 0    0 ,0  =
∂

∂

µ

f
 

     ( ) 0    0 ,0  
2

2

=
∂

∂

x

f
 

     ( ) 0    0 ,0  
 

2

≠
∂∂

∂

µx

f
 

     ( ) 0    0 ,0  
3

3

≠
∂

∂

x

f
 

     Se arată  că  în vec ină ta tea lu i  ( ) ( )0 ,0     , =µx  câmpul 
(14.12)  este cal i tat iv  acelaş i  cu 

     3   x  µ   x m=
•

                                                  (14.15)  

     Deci (14.15) poate f i  văzut ca formă  normală  pentru  
b ifurca ţ ia ″pi tchfork″ .  
 
     În general,  pentru (14.12) es te adevărată  urmă toarea 
teoremă .  
 

     Teorema 3.15  Fie ( )µ, xf  :  ℝ2  →  ℝ  o apl ica ţ ie netedă  
ş i  

( i)    ( ) 0     ,0 =µf   pentru to ţ i  µ  

( i i )  ( ) 0    0 ,0 =xf  

( i i i )  ( ) 0    0 ,0 ≠µxf  

atunci ( ) ( )0 ,0     , 00 =µx  este un punct de b i furca ţ ie iar  

mul ţ imea de solu ţ i i  a le lui  ( )µ, xf  constă  d in două  curbe 
care se intersectează .  
 
     Pentru cazul  general  
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     ( )µ,     xfx =
•

  ,    f :  ℝ k  ×  ℝ  →  ℝ k   

avem teorema 
 

     Teorema 3.16  Pentru  f :  ℝ k  ×  ℝ  →  ℝ k  presupunem în 

( )0,0 µ :  

( i)    ( )µ , xfx  are rangul 1−k  (unde ≡  xf  Jacobianul lu i  

f ) ;  

( i i )  ( ) 0     ,0 =µf  pentru to ţ i  µ ;  

( i i i )  0       1 =⋅ xf x  pentru 0    1 ≠x  

         0       2 =⋅ yf
t

x  pentru 0    2 ≠y  (unde t

xf  este transpusa 

lui  xf )  

         0      ,  21 ≠⋅ yxf xµ  

     Atunc i ( )0,0 µ  es te punct de b ifurca ţ ie pentru f .  

Pract ic ,  mul ţ imea de solu ţ i i  pentru ( )µ , xf ,  în  apropierea 
or ig in i i ,  constă  în două  curbe care se in tersectează  în  
or ig ine.  
 
     Exemplu 

     ( )









−−
=














•

•

2    1    
    

xx

y

y

x

µ
 

     








+−
=≡

0 3      

10
        

2
x

Df xx
µµ

  ,     ( ) 







=

00

10
    0 ,0 ,0 xf  

     Evident,  ( ) 0     ,0 =µf .  

     ( ) 







=
















=

0

0
    

0

1
  

00

10
      0 ,0 ,0  1xf x  
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     ( ) 







=
















=

0

0
    

1

0
  

01

00
      0 ,0 ,0  2yf

t

x  

     








−
=

∂∂

∂
≡

01  

00
    

 
   

2

 
x

f
f x

µ
µ  

     








−
=

















−
=⋅

1  

0
    

0

1
  

01  

00
       1 xf xµ  

     ( ) ( ) 0    1      1  ,0 , 1    ,0      ,  21 ≠−=−=⋅ yxf xµ  

      Avem o bifurca ţ ie  în  ( )0,0 µ .  Solu ţ i i le  sunt  

( i)    0      , 0    == xy   pentru or ice µ ;  

( i i )  0      , 0    == µy   pentru or ice x .  

 

yx,

0 µ
 

Cazul  ( i)  
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y

0

µ

x
  

Cazul  ( i i )  
 

3.6.5. Bifurca ţ ia Hopf  

 
Fie s is temul:  

( )µ,     xfx =
•

  ,    f :  ℝ k  ×  ℝ  →  ℝ k  

Bifurca ţ ia Hopf  are loc când o pereche de valor i  propr i  
conjugate intersectează  axa imaginară  înt r-un a lt  punct  
decât or ig inea.  

 

0

λ  Re

λ  mI

 
 
Presupunem că ,  in i ţ ia l ,  toate valor i le propr i  se af lă  în 

jumă ta tea s tângă  a p lanului .   
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Când µ  var iază ,  o pereche ( ) ( ) ( )µβµαµλ            ±=  ta ie 

axa imaginară  pentru 0    µµ =  as tfe l încât ( ) 0      0 =µα ,  

( ) 0      
 

 
0 ≠µ

µ

α

d

d
.  Atunc i în 0µ ,  punctu l de echi l ibru se 

transformă  în tr-un c ic lu l im ită .  
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