
1. STRUCTURI DE DATE 

 
 În scopul ut i l iză r i i  ef ic iente a unui ca lculator este important să  se def inească  

re la ţ i i le s tructurale existente în cadrul mul ţ im i i  date lor  de pre lucrat precum ş i  

metodele de reprezentare ş i  manipulare a unor asemenea structur i .  

 Un pr im exemplu de struc tură  de date este tabloul.  El  a fost  ut i l izat până  acum 

fără  a preciza că  reprezintă  o  metodă  de s tructurare a date lor  ş i  fără  a- i  prec iza în 

mod expl ic i t  propr ietăţ i le .   

 Astfel ,  f i ind date K  mul ţ im i de numere natura le, { }  , .... ,2 ,1 
ki nn AA = ,  ki  ,1    = ,  unde 

inA  con ţ ine pr imele in  numere natura le,  atunc i tabloul  es te o func ţ ie 

TAAf
knn →×× ....:

1
,  în  care T  este o mul ţ ime oarecare. 

Dacă  1=k ,  tab loul este unidimensional ,  numit vector .  Dacă  2=k ,  tab loul es te 

o matr ice.  Structurarea e lementelor  d in mul ţ imea T  înt r-un tablou ne va permite să  

ş t im care este pr imul e lement sau u l t imul e lement d in tablou. Se va putea accesa 

e lementul  a l  i -ulea d int r-un vector sau  e lementul de pe l in ia i  ş i  co loana j  a unei 

matr ic i .  

 În cont inuare vom depăş i  no ţ iunea de t ip de dată  care este st râns legată  de un 

anumit l imbaj .  Vom încerca să  s tructurăm date le de un t ip oarecare în aşa fel încât 

pre lucrarea lor  să  f ie ef ic ientă .  Structur i le pe care le vom studia vor f i  

independente de l imbaju l de programare ut i l izat .  Propr ietăţ i le lor  ş i  tehnic i le de 

operare cu aceste s tructur i  de date vor f i  general va labi le .  Vom lua în cons idera ţ ie 

dec i ,  s truc tura date lor  dar ş i  c lasa de opera ţ i i  ce se vor  executa asupra date lor .  

 

1.1. STRUCTURI DE DATE ELEMENTARE 

 

1.1.1. Liste l iniare 

 

 L ista l in iară  es te un pr im exemplu ş i  poate unul d in cele mai s imple, de struc tur i  

de date. 

 

 Definiţ ie:  O l is tă  l in iară  es te o colec ţ ie de 0≥n  de e lemente [ ] [ ]   , .... ,  1  nxx  toate 

de acelaş i  t ip.  Propr ietăţ i le struc tura le a le l is te i se reduc la pozi ţ i i le re lat ive l in iare 

a le elementelor .  Astfe l dacă  0>n ,  atunc i [ ] 1  x  este  pr imul e lement,  iar  [ ]   nx  

u l t imul e lement .  Pentru nk <<1 ,  elementul  a l  k - lea,  [ ]   kx ,  es te precedat de 

e lementul  [ ] 1k  −x  ş i  urmat  de e lementul [ ] 1k  +x .  

 Pr incipale le opera ţ i i  care se efectuează  asupra l is te lor  sunt :   

   1.  Accesul la un e lement  a l  l is tei  (pentru examinare sau modif icare).  

2.  Ş tergerea unui  e lement.  

3.  Inserarea unui  e lement în l is tă .  



 În  această  sec ţ iune vom folos i tablour i le pentru a implementa l is te le l in iare. 
 Pr imele l is te l in iare pe care le vom prezenta sunt st ive le  ş i  cozi le .  Acestea sunt 
caracter izate de faptu l că  opera ţ i i le de ş tergere ş i  inserare se fac pe pzi ţ i i  
pres tabi l i te .  
 

1.1.1.1. Stive 

 În tr-o st ivă ,  e lementul ş ters este e lementul ce l mai recent  inserat.  St iva 
implementează  pr inc ip iul   u l t imul sos it ,  pr imul serv it  ( las t in,  f i rs t  out  -  LIFO ) .   

 Fie [ ] ...1 S n  tab loul  care implementează  s t iva. Atr ibutu l varf(S) ind ică  e lementul ce l 
mai recent  in trodus. Acesta es te ş i  pr imul e lement  care va paras i st iva. 

 Pract ic ,  la  un moment  dat  st iva con ţ ine e lementele [ ] )]([var..., 1 S sfS .  Dacă  

0varf(S) =  a tunc i s t iva este goală  iar  dacă  nvarf(S) =  atunc i s t iva este p l ină .  

 Opera ţ ia  de inserare o vom numi Pune_in_st iva  iar  cea de ş tergere o vom numi 
Scoate_din_st iva .  
 
procedure  Pune_in_Stiva (S, x)  

  i f  nvarf(S) <  then  

    1)(varvarf(S) +← Sf  

    xS[varf(S)] ←  

  else write(„Depăşire, exces de elemente”) 
  end if 

end_proc 
 
function Scoate_din_Stiva (S) :  Întoarce un element de acelaş i  t ip cu e lementele d in 
st ivă  

  if 0varf(S) =  then  

    write( („Subdepăşire, lipsă elemente”)  
        return Nul l  
    else 

        1)(varvarf(S) −← Sf  

          return 1]S[varf(S) +  

    end if  

 end_funct ion 

 

1.1.1.2. Cozi 

 În tr-o coadă  e lementul ş ters este cel care a stat cel mai mul în cadrul structur i i .  
Coada implemnetează  pr inc ip iu l pr imul  sos i t ,  pr imul serv it  ( f i rs t  in,  f i rs t  out -  FIFO ) .  

 Fie [ ] ...1 Q n  tab loul  care implementează  coada.  Într-o coadă  toate ieş i r i le  se fac 

de pe pozi ţ ia fa ţa cozi i  a l  cărui indice este dat de atr ibutu l prim(Q) iar  toate in trăr i le  

se fac  pe pozi ţ ia indicată  de atr ibutu l ultim(Q) .  

 Pentru implementarea structur i i  de coadă  vom pr iv i  tab loul Q  ca pe o s truc tură  
c irculară .  Mai prec is,  u l t imul e lement [ ]nQ  va avea un urmă tor  pe [ ]1Q .  
Incrementarea indic i lor  d in tablou se va face cu func ţ ia  
 
 function Increment (Q,i) :  Întoarce o valoare întreagă între 1 şi n 

   if ni <  then  return  i+1  



   else return  1  
   end if  

 end_funct ion 

 

 In i ţ ia l  0ultim(Q)prim(Q) ==  desemnând coadă  v idă .  De f iecare dată  când se va 
produce acest eveniment,  vom seta atr ibute le cu aceste valor.  
 Pentru coadă  vom folsi tot două operaţii Pune_in_Coada şi Scoate_din_Coada. 
 
 
procedure  Pune_in_Coada (Q, x )  

  i f  0prim(Q)and0ultim(Q) ==  then  

    1)(prim(Q) ←← Qultim  

    x]Q[ultim(Q) ←  

  else 

    if  ultim(Q))Q,Increment(ultim(Q) =  then 

     write(„Depăşire, exces de elemente”) 
    else 

     ultim(Q))Q,Increment(ultim(Q) ←  

     x]Q[ultim(Q) ←  

    end if  
  end if 

end_proc 
 
function Scoate_din_Coada (Q) :  Întoarce un element de acelaşi tip cu elementele din coadă 

  if 0prim(Q) =  then  

    write( („Subdepăşire, lipsă elemente”)  
        return Nul l  
    else 

         prim(Q)][x Q←   

         i f   prim(Q)ultim(Q) =  then   

        0)(prim(Q) ←← Qultim  

         else  

     prim(Q))Q,Increment(prim(Q) ←  

         end if  

          return x  
    end if  

 end_funct ion 

 

1.1.2. Liste înlănţuite 

 Un a l t  t ip de a locare a l is te lor  es te ″alocarea în lăn ţuită″ .  Pentru a real iza o astfe l  

de alocare,  nodur i le l is te i  vor  con ţ ine două  t ipur i  de informa ţ ie:  

 −  câmpur i le ce caracter izează  informa ţ ia st ructura lă  a nodulu i.  Le vom numi înt r-

un cuvânt  INFO ;  



 −  câmpur i  de legă tură  reprezentând informa ţ ia  de secven ţă ,  legă tura cu 

e lementele adiacente în  l is tă .   Le  vom  numi  câmpur i  LINK .   Aceste  câmpur i   

vor  f i   de  t ip  refer in ţă   la nodur i le  l is te i  (con ţ inutu l  lor  va f i  adresa de memorie a 

nodur i lor  adiacente) .  

 L iste le în lăn ţuite cu un s ingur câmp de legă tură  se numesc ″ l is te s implu 

în lăn ţui te″ .  În cazul  lor  legă tura se face, spre exemplu, la urmă toru l e lement d in  

l is tă .  În cazul  în care ex istă  în p lus legă tură  spre nodul precedent ,  l is ta se numeş te  

″dublu în lăn ţui tă″ .  

 Vom prfezenta opera ţ i i le care se pot efectua asupra unei  l is te în lăn ţui te 

cons iderând cazul  l is te lor  dublu în lan ţui te. 

 Fie l is ta dublu în lăn ţuită  L  ş i  f ie x  un e lemnt a l aceste ia.  Notăm cu Info(x)  

informa ţ ia asociată ,  cu Prec(x) câmpul pointer spre e lementul precedent în l is tă  iar  

cu Urm(x) câmpul pointer spre urmă torul e lement în l is tă .  Dacă  NullPrec(x) =  atunci  

e lementul x  es te pr imul din l is tă  (nu are e lement predecesor)  iar  dacă  

NullUrm(x) =  e lemntul  x  este u l t imul d in l is tă  (nu are e lement urmă tor) .  

 Atr ibutu l Prim(L) desemnează  adresa pr imulu i element d in l is tă .  Dacă  l is ta es te 

v idă  a tunc i  NullPrim(L) = .  

 

1.1.2.1. Parcurgere şi căutare 

Parcurgerea listei se face cu algoritmul 
 
 procedure Parcurge_Lista (L) 

   Prim(L)x ←  

    while Nullx ≠ do  

      Urm(x)x ←  

   end while 

  end_procedure  
 
iar  căutarea  e lemntulu i cu o anumită  informa ţ ie se face cu algor i tmul 
 
function Caută_in_Lista (L, Y) : În toarce o refer in ţă  la e lemetele l is te i 

   Prim(L)x ← ;  Nullt ←  

    while Nullx ≠ do  

       i f  YInfo(x) =  then  

     xt ←  

     break  
       else  

       Urm(x)x ←  

        end if  

   end while 

  end_funct ion  
 



1.1.2.2. Adăugarea unui element în listă 

 Pr in această  opera ţ ie în ţelegem aşezarea unui  e lement după  u l t imul e lement d in 
l is tă .  Pentru aceasta ar trebui să  parcurgem l is ta de la pr imul e lement până  la  
u lt imul ş i  după  aceea  să  adăugăm noul e lement .  Ar însemna un t imp de execu ţ ie  

(n)Θ  dacă  l is ta ar avea n  e lemente. Este mult  mai s implu să  folosim un nou 

argument a l l is te i ,  Ultim(L) ,  o  refer in ţă  că t re u l t imul element a l l is te i.  Când l is ta 

este v idă  vom avea NullPrim(L) = ,  NullUltim(L) = .  

 
 procedure  Adaug_in_Lista (L, Y) 
   Alocă spaţiu pentru elementul x 

   YInfo(x) ←  

   NullPrec(x) ← ;  NullUrm(x) ←  

   i f  NullPrim(L) =  then 

      xPrim(L) ← ;  xUltim(L) ←  

   else  

      xL))Urm(Ultim( ←  

        Ultim(L)Prec(x) ←  

       xUltim(L) ←  

    end if  
 end_procedure  
 

1.1.2.3. Inserarea unui element în listă 

 Pr in această  opera ţ ie în ţelegem aşezarea unui e lemnt  în l is tş  înaintea unui  
e lement deja ex is tent.  F ie acesta 1x .  

 

 procedure  Insereaza_in_Lista (L, 1x , Y) 

   Alocă spaţiu pentru elementul x 

   YInfo(x) ←  

   )Prec(xPrec(x) 1← ;  1xUrm(x) ←  

   i f  1xPrim(L) =  then 

      xPrim(L) ←  

   else  

      x))Urm(Prec(x1 ←  

    end if  

   x)Prec(x1 ←  

end_procedure  
 

1.1.2.4. Ştergerea unui element dintr-o listă 

Fie 1x  e lemntul  care trebuie ş ters.  

 

procedure  Sterge_din_Lista (L, 1x ) 

   i f  1xPrim(L) =  then  



      Null←))Prec(Urm(x1   

      )Urm(xPrim(L) 1←  

   else  

      )Urm(x))Urm(Prec(x 11 ←  

    end if  

    i f  Null≠)Urm(x1  then 

       )(Pr))Prec(Urm(x 11 xec←  

    else  

      )Prec(xUltim(L) 1←  

    end if  

     El iberează  spa ţ iu l  ocupat de 1x  

end_procedure  
 
 

1.2. GRAFURI 

 

1.2.1. Grafuri neorientate 

Def in i ţ ia  1 :  Un graf G  este pereche ordonată  ( )X,  Γ  (vom nota ( )X,  ΓG = ) ,  unde X  

este o mul ţ ime f ini tă  ş i  nevidă  de e lemente numite vâr fur i ,  iar  Γ  es te o mul ţ ime de 

perechi de e lemente a le lui  X  numite muchi i .  

 De obicei reprezentăm graful în p lan ca o f igură  formată  d in puncte (vârfur i le)  ş i  

segmente de dreaptă  sau curbă  (muchi i le) .  

1v

2v 3v

4v

5v 6v
 

 O muchie  este dec i o submul ţ ime { } Xvu ⊂  ,  a le căre i e lemente se numesc 

extremităţ i le muchie i .  Pentru o astfel de muchie vom folos i nota ţ i i le ( )vu  ,  sau ( )uv  ,  

având aceeaş i  semnif ica ţ ie ş i  dec i nereprezentând muchi i  di fer i te .  În conformitate 

cu această  nota ţ ie vom numi grafu l def in i t  mai sus graf neor ientat .  În cont inuare 

pr in graf  vom în ţelege un graf  neor ientat .  

 Dacă  un vârf  Xv ∈  apar ţ ine unei muchi i  ( )evΓe ∈∈    spunem că  v  este inc ident  

cu e .  Dacă  evu      , ∈  (ex tremităţ i le muchie i)  spunem că  u  ş i  v  sunt adiacente .  Dacă  



Γee ∈21  ,  sunt muchi i  d ist incte ş i  au un vârf  comun atunc i spunem că  1e  ş i  2e  sunt 

adiacente .  

 Un graf este complet  dacă  or icare două  vârfur i  a le sale sunt adiacente. 

 Gradul unui vârf  Xv ∈ ,  notat ( )v  deg  este număru l de muchi i  inc idente lui  v .  

Dacă  ( ) 0    deg =v  a tunc i  vârfu l  v  este izo lat ,  iar  dacă  ( ) 1    deg =v ,  a tunc i vârfu l v  

este terminal .  

 Definiţ ia  2:  Fie ( )X,  ΓG =  un graf  ş i  Xvu      , ∈  ( u  ş i  v  nu sunt neapărat 

d ist incte).  Se numeş te  lan ţ  în grafu l G  succes iunea de muchi i :  

( ) ( ) ( )vu,uu,uu n   , , .....    ,    , 211 ,     unde   Xuuu n      , .... , , 21 ∈  

 Mai  spunem că  ( )vuuu n , , .... , , 1  es te un lan ţ  cu ex tremităţ i le  u  ş i  v .  

 Un lan ţ  es te e lementar  dacă ,  cu excep ţ ia  eventuală  a ex tremităţ i lor ,  cele la lte  

vârfur i  d i feră .   

 Exemplu:  ( )5431 , , , vvvv  

 Un lan ţ  elementar pentru care ex tremităţ i le u  ş i  v  sunt egale ( )vu =  se numeş te 

cic lu .  

 Exemplu:  ( )1431 , , , vvvv  

 Definiţ ia 3:  Fie ( )X,  ΓG =  un graf neor ientat .  Un subgraf a l lu i  G  este def ini t  ca 

f i ind grafu l ( )Y,  ∆H = ,  unde XY ⊂ ,  iar  ∆  este formată  d in toate muchi i le d in Γ  

care unesc vâr fur i  din Y .   

Un graf par ţ ia l  a l  lu i  G  este grafu l ( )X,  ∆  în care Γ∆⊂ .  Grafu l par ţ ia l  se mai  

numeş te ş i  subgraf  de acoper ire a l lu i  G .  

 Fie ( )X,  ΓG =  un graf  ş i  XY ⊂  o submul ţ ime nevidă  a lu i  X .  Numim subgraf  al  

lui  G  indus  de Y  ş i  î l  notăm < Y > acel subgraf  care are ca nodur i mul ţ imea Y  iar  

or ice două  vârfur i  d in Y  sunt adiacente în < Y > dacă  ş i  numai dacă  sunt adiacente 

în G .  

 Un graf  ( )X,  ΓG =  es te conex  dacă  or icare două  vârfur i  1v  ş i  2v  sunt uni te pr int r -

un lan ţ  (mai  spunem că  1v  ş i  2v  sunt  conectate) .  

 Dacă  un graf  nu este conex se pune problema determinăr i i  componentelor sa le 

conexe ,  o componentă  conexă  f i ind un subgraf  conex maximal ,  adică  un subgraf  

conex în care n ic i  un vârf  d in subgraf  nu este uni t  cu unul d in afară  pr intr -o muchie 

d in grafu l  in i ţ ia l .  

 Determinarea componentelor  conexe se poate real iza pentru că  re la ţ ia ″ u  este 

conectat cu  v ″  unde Xvu, ∈  ,  este o re la ţ ie de echivalen ţă .  Ea va determina 

par t i ţ ionarea lu i  X  în c lase de echivalen ţă  kXX  , .... ,1  iar  grafur i le induse < iX > 

ni   ,1    =  sunt  conexe.  Ele vor  f i  componente le conexe a le lu i  G .  



1v

2v 3v

4v

5v 6v

7v

8v

9v

10v

 

 Un cic lu care con ţ ine toate vârfur i le  grafu lu i se numeş te c ic lu hami ltonian .  Într -un 

astfe l de caz putem cons idera că  vârfur i le ş i  muchi i le d in c ic lu l  hami ltonian 

formează  un subgraf  de acoper ire al grafulu i ini ţ ia l .  Grafu l care con ţ ine un c ic lu  

hami ltonian poartă  numele de graf  hami ltonian .  

 

1.2.1.1. Reprezentarea unui graf în calculator 

 

 Există  t re i  metode de reprezentare a unui graf  în scopul pre lucrăr i i  lu i  pe 

calculator .  Două  d intre e le sunt mai ef ic iente ş i  pe acestea le vom prezenta. 

 

 Metoda  1  

 Def in i ţ ie :  Fie ( )X,  ΓG =  un graf  ş i        Xn = ,        Γp = .  Se numeş te matr ice de 

adiacen ţă  a grafu lu i G ,  matr icea ( )ijnxn aA =  matr icea a le căre i e lemente sat is fac  

re la ţ ia 
( )
( )





∈

∈
=

Γxxdacă,

Γxxdacă,
a

ji

ji

ij              0

            1 
    ,  unde { } , ... ,      21 nxx,xX =  ş i  unde s-a a les o 

ord ine pe mul ţ imea vârfur i lor .  

 Observaţ ie:   

 1.  În func ţ ie de ord inea aleasă  pe mul ţ imea vârfur i lor  matr icea de adiacen ţă  es te 

unic  determinată .  

 2.  În cazul  grafu lu i neor ientat matr icea de adiacen ţă  este s imetr ică  ( în rapor t  cu 

d iagonala pr inc ipală) .  

Exemplu:  pentru grafu l de mai  sus (pag.1) matr icea de adiacen ţă  este: 
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Metoda  2   

Dacă  pe mul ţ imea X  a  vârfur i lor  grafu lui  ( )X,  ΓG =  s-a a les  o ordine atunc i,  

pentru f iecare vârf ,  putem stabi l i  l is ta vârfur i lor  adiacente cu acesta. 

vârf  l is ta vârfur i lor  adiacente 

1x  432   ,  , xxx  

2x  1x  

3x  41   , xx  

5x  4x  

6x  4x  

 

 

1.2.1.2. Parcurgerea unui graf 

 

 În scopul ut i l iză r i i  informa ţ ie i  din vârfur i le unui graf  es te necesară  parcurgerea 

grafulu i ( t recerea pr in f iecare vârf ) .  Pe lângă  v izi tarea efec t ivă  a unui vârf  sunt  

necesare ac ţ iun i  care să  permită  parcurgerea în cont inuare a celor la l te vârfur i  

nevizi ta te. 

 

1.2.1.2.1. Algoritmul ″BF″ (breadth first) 

 

 Acest a lgor i tm real izează  o parcurgere ″ în lăţ ime″  a grafu lu i în sensul urmă tor :  se 

v izi tează  un vârf  in i ţ ia l ,  e t ichetat spre exemplu cu i ,  apoi vec in i i  acestu ia (vârfur i le  

adiacente lu i  i ) ,  apoi descenden ţ i i  încă  nevizi ta ţ i  a i  acestora, etc.  De exemplu, 

pentru grafu l d in f igură ,  metoda va furniza urmă toarea ord ine de vizi tare: 1, 2,  3,  4,  

5,  6,  7,  8.  

1

2
4

5 8

3

7

6

 

 Vom folosi  un vector [ ]nviz  ,        xn =  în care: 

 [ ]




=
vizitatfostaivârful

vizitatfostanuivârful
iviz

                  1

                      0
   



 Vom mai fo los i o coadă  ζ  în care vom introduce vârfur i le vizi ta te. Pre lucrarea 

nodulu i (vârfu lu i)  d in fa ţa cozi i  presupune introducerea în coadă  a  tuturor vec in i lor  

acestuia, încă  nevizi ta ţ i ,  urmată  de v izi tarea lor .  

 

 procedure  ( )niBF   ,   

  i :  vârfu l de la  care se p leacă  

  n :  numărul  de vârfur i ;        xn =  

  ζ :  coada cu indic i i  F ( fa ţa) ş i  R  (spate le)  

  VIZITARE: func ţ ie care prelucrează  informa ţ ia d intr-un vârf  

  for  nk   ,1    =  do  

   [ ] 0 ←kviz  

  next  k  

  VIZITARE ( )i ;  [ ] 1   ←iviz ;  1←← RF ;  ( ) 1  ←Rζ ;  

  while  RF     ≤  do  

   for  nk   ,1    =  do  

    i f  [ ][ ] [ ]( )ΓkxFx ∈∃    ,       ζ  and [ ]( )0      =kviz  then  

      1+← RR ;  ζ ® k← ;  

      VIZITARE ( )k ;  [ ] 1   ←kviz  

    end if  

   next  k  

   1+← FF  

  end while 

 end_proc .  

 

 Să  demonstrăm că  a lgor i tmul  lucrează  corect,  adică  sunt v izi ta te toate vârfur i le j  

care sunt legate pr intr -un lan ţ  de vârfu l i .  

 Fie ( )jid  ,   lungimea minimă  (măsurată  în muchi i)  a unui lan ţ  care uneş te pe i  cu 

j .  Dacă  nu exis tă  un astfe l de lan ţ  a tunc i  ( ) ∞+=        ,  jid .  Ară tăm pr in induc ţ ie că  

Nm ∈∀  ,  a lgor i tmul v izi tează  toate vârfur i le  j  cu ( ) mjid      ,  = .  

 Pentru 0=m ,  este evident  pentru că  vârfu l i  es te v izi tat  la  început.  

 Presupunem că  sunt  v izi ta te toate vârfur i le j  cu ( ) mjid      ,  ≤ .  

 Fie j  un vârf  cu ( ) 1     ,  += mjid  ş i  f ie  j  predecesorul lu i  j .  Atunc i  ( ) mkid       ,  =   

ş i  dacă  k  este v izi tat ,  conform ipotezei de induc ţ ie .  Cum vizi tarea lui  k  este  

înso ţ i tă  de in troducerea lu i  k  în coadă ,  iar  aceasta generează  pre lucrarea lu i  k  

rezul tă  că  vârfu l j  va f i  v izi tat .  



 Observaţ ie:  Algor i tmul BF  parcurge vârfur i le legate de i  pr in lan ţur i în ord inea 

crescă toare a d is tan ţei fa ţă  de i .  

 Algor i tmul BF  v izi tează ,  după  un vârf  k ,  pe pr imul d intre vecin i i  acestu ia încă  

nevizi ta ţ i .  

 

1.2.1.2.2. Algoritmul ″ D″ (depth) 

  

 Se deosebeş te de algor i tmul  BF  pr in faptu l că ,  după  pre lucrarea vârfulu i k ,  se 

trece la pre lucrarea u l t imulu i vec in al  lu i  k  d intre cei încă  nevizi ta ţ i .  Aceasta se va 

concret iza pr in ut i l izarea unei s t ive în care sunt introduse vârfur i le  v izi ta te.   

 

procedure  ( )niD   ,   

  i :  vârfu l de la care se p leacă  

  n :        xn =  

  ζ :  s t iva pentru vârfur i  v izi tate cu indicatoru l  T  pentru vârfu l s t ive i 

  for  nk   ,1    =  do   

   [ ] 0    ←kviz   

  next  k  

  VIZITARE ( )i ;  [ ] 1    ←iviz ;  1←T ;  [ ] iT ←    ζ ;  T←1 ;  

  while  0≠T  do  

   11 ←l ;  

   for  nk   ,1    =  do  

    i f  [ ][ ] [ ]( )ΓkxTx ∈∃    ,       ζ  and [ ]( )0    ←kviz  then  

     1+← ll ;  [ ] kl ←    ζ ;  

     VIZITARE ( )k ;  [ ] 1    ←kviz  

    end_if  

   next  k  

   i f  1ll ≠  then  1←T  

      else  1−← TT ;  

       Tl ← ;  

    end_if  

  end_while 

end_proc .  

 

1.2.1.2.3. Algoritmul ″ DF ″ (depth first) 



  

Algor i tmul încearcă  să  meargă  în ″adânc imea grafu lu i″  or i  de câte or i  este 

pos ib i l .  Astfe l ,  prelucrarea vârfu lu i kv ,  care are vec ini i  p
kk vv , .... ,1 ,  înseamnă  

pre lucrarea pr imulu i d intre aceş t i  vec in i care es te nevizi tat ,  să  presupunem j
kv ,  

pj ≤≤1 .  Dec i se va trece la  pre lucrarea vârfu lui  j
kv  ş i  a  vec in i lor  nevizi ta ţ i  a i  

acestuia. Abia după  ce acest lucru se încheie se revine la pre lucrare în cont inuare 

a vec in i lor  încă  nevizi ta ţ i  a i  lu i  kv .  

 Va trebui să  ut i l izăm o st ivă  care, la pasul  curent ,  să  ne dea posibi l i ta tea de a 

memora vârful  kv  pentru a reveni  la e l ş i  a pre lucra vecin i i  lu i  rămaş i  nevizi ta ţ i .  

Vom mai fo los i un vector u lt im [ ]n ,        xn =  cu e lemente având semnif ica ţ ia:  

[ ] ultimulkultim       =  v izi ta t  d intre vec ini i  lu i  k .   

procedure  ( )niDF   ,   

  i :  vârfu l de la care se p leacă  

  n :        xn =  

  S :  s t iva ş i  T  indicând vâr ful  s t ivei 

  for  nk   ,1    =  do   

   [ ] 0    ←kviz ;  [ ] 0    ←kultim ;   

  next  k  

  VIZITARE ( )i ;  [ ] 1    ←iviz ;  ij ← ;  0←T  

  repeat 

   0←k ;  [ ] 1            +← jultiml ;  

   while  ( )0=k  and ( )n    1 ≤  do  

    i f  [ ] [ ] [ ]( )Γlx,lx,jx                  ∈∃  then  lk ←  

    else  1+← ll ;  

    end_if  

   end_while 

   i f  0=k  then  

    i f  0≠T  then  

     [ ]        TSj ← ;  1−← TT ;  

    end if  

 else 

    i f  [ ] 0    =kviz  then  

      VIZITARE ( )k  ;  [ ] 1    ←kviz ;  

      1+← TT ;  [ ] jTS ←    ;  



      [ ] kjultim         ← ;  kj ← ;  

    else  [ ] kjultim         ← ;  

    end_if  

 end_if  

unti l  0=T ;  

end_proc 

 

Observaţ ie:  Algor i tmul ″DF″  poate f i  ut i l izat pentru problemele care cer  găs irea 

ieş i r i i  d intr -un labir in t .  

 

1.2.1.2.4. Determinarea componentelor conexe ale unui graf 

 

 Uti l izăm una d in metodele de parcurgere a unui graf :  în general  ″BF″  sau ″D″ .  

Vom putea da un răspuns la întrebarea ″dacă  un graf es te conex sau nu″ .  În caz 

negat iv vom putea determina componente le conexe a le grafulu i.  

 procedure  conex ( )n  

  n :        xn =  

  ζ :  coada;  vom ut i l iza parcurgerea BF  

  [ ]    nviz :  tab lou care arată  dacă  un vârf  a fos t v izi ta t  sau nu. El nu va mai f i  

in i ţ ia l izat  cu procedura BF .  

  for  1=k ,  n  do   

   [ ] 0    ←kviz ;  

  next  k  

  repeat 

   0←k ;  1←i ;  

   while  ( )0=k  and ( )ni     ≤  do  

    i f  [ ] 0        =iviz  then  ik ← ;  

      else  1+← ii ;  

    end_if  

   end_while 

   i f  0≠k  then  

    BF  ( )viznk   ,var  ,  , ζ  

    i f  n      =ζ  then  

     wr i te („Grafu l  es te conex ” ) ;  

    end_if  



    for  1=i ,    ζ  do  wr i te [ ]( )      iζ  next  i     

   end_if  

  unti l  0=k ;  

 end_proc 

 

Pe lângă  răspunsul  la întrebarea de mai  sus, problema are ş i  o ut i l i ta te 

pract ică .  Spre exemplu, dacă  se dă  o re ţea de oraşe ş i  drumuri le  d intre e le se 

poate pune întrebarea ″dacă  se poate a junge d in oraşul A în oraşul B″ .  Rezolvarea 

se face astfe l:  parcurgând grafu l corespunză tor  re ţelei cu p lecarea d in vârfu l A  se 

determină  componenta conexă  care î l  con ţ ine pe A .  Dacă  această  componentă  î l  

con ţ ine ş i  pe B ,  răspunsul este af irmat iv.  

 

 

 

 

1.2.1.2.5. Determinarea ciclurilor hamiltoniene dintr-un graf neorientat 

  

 Această  problemă  nu are o solu ţ ie opt imă .  Pentru ea se fo loseş te metoda 

backtrack ing ş i  rezolvarea este aceeaş i  cu cea de la  problema comis-voiajoru lu i.  

 

1.2.1.3. Grafuri orientate 

 

 Definiţ ie:  Un graf  or ientat G  este o pereche ordonată  ( )X,  Γ ,  ( )X,  ΓG = ,  unde 

X  este o mul ţ ime f in i tă  ş i  nevidă  de vâr fur i ,  iar  Γ  este o mul ţ ime de perechi  

ordonate de vârfur i  numite arce .  Or ice ( ) Γji,arc         ∈  are un sens de parcurgere, de 

la ex tremitatea sa in i ţ ia lă  i  la ex tremitatea f inală  j .  Un arc de forma ( )i,  i  se 

numeş te buc lă .  

 No ţ iun i le de adiacen ţă  ş i  inc iden ţă  sunt aceleaş i  ca la grafur i le neor ientate. În  

cazul  grafur i lor  or ientate no ţ iunea de lan ţ  îş i  are corespondentu l  în no ţ iunea drum  

iar  no ţ iunea de c ic lu îş i  are corespundentu l în  no ţ iunea de c ircuit .  

 



( ) drumeste    6 ,3 ,2 ,4
1

4

5

2

3

6

( ) drumestenu       2 ,1 ,5 ,6

 

 

Succes iunea ( )21   , uu ,  ( )32   , uu ,  . . .  ,  ( )nn uu   ,1    −  este drum dacă  ∀ 1  ,2    −= ni ,   iu  este 

extremitatea f ina lă  pentru ( )ii uu   ,1    −  ş i  ext remitatea in i ţ ia lă  pentru ( )1      , +ii uu .  

 Metodele de reprezentare a le grafur i lor  neor ientate se men ţ in  ş i  la grafur i le  

or ientate (nu ş t iu dacă  a  doua ?).  

 În cazul grafur i lor  or ientate observăm că  matr icea de adiacen ţă  nu mai es te 

s imetr ică .  

 Fi ind dat un graf  or ientat ( )X,  ΓG = ,  vom ataşa f iecă ru i arc ( ) Γji,        ∈  o valoare 

mai mare sau egală  cu zero ş i  pe care o vom nota ( )ji,    cos ,  în fe lu l urmă tor :  

 ( )
( )

( )







∉∞+

=

∈

=

Γji,dacă,

jidacă,

Γji,dacăc,

ji

                            

                          0 

                               

      ,  cos  

Observăm că  un graf  or ientat poate f i  dat ş i  pr in  matr icea costur i lor  sa le. 

 Dintre problemele care se pun în legă tură  cu grafur i le or ientate o vom studia pe 

cea a determinăr i i  c ircuitu lu i  hamil tonian .  

 Circuitu l  hami ltonian  a l  unui graf  or ientat este c ircu itu l  care trece o s ingură  dată  

pr in f iecare vârf  ş i  care are un cost tota l minim. În general,  pr in costu l unui drum 

în ţelegem suma costur i lor  arcelor  sa le. 

 

1.2.1.3.1. Problema circuitului hamiltonian într-un graf orientat 

 

 Se pot în tâ ln i d iverse formulăr i  a le aceste i  probleme, în func ţ ie de interpretarea 

care se dă  va lor i i  ( )ji,    cos  ataşată  arculu i ( )ji,  .  Această  va loare poate reprezenta,  

spre exemplu: lungimea arcului ,  t impul  necesar parcurger i i  arcului ,  costu l  

parcurger i i  arculu i.  

Rezolvare:  Fără  a  restrânge general i tatea,  presupunem că  c i rcu itu l  va p leca 

d in vârfu l et ichetat cu 1 întorcându-se tot  la e l .  Notăm matr icea de cost jiC  , ,  

nji ,   ,1     = .  

Fie grafu l  
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3
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4
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9105

2730

  

  

 Să  presupunem că  am determinat c ircu itu l  hamil tonian.  

 Fie { }  , ... ,2  ,1     ni =  unul  d in vârfur i le c ircui tulu i .  Atunc i drumul de la i  la 1 es te de 

cost min im. Dacă  j  este vârful care urmează  în drum după  i ,  atunc i ş i  drumul de 

la j  la  1 es te de cost minim. Această  observa ţ ie ne determină  să  dor im metoda 

programăr i i  d inamice. 

 

Relaţ i i le de recurenţă  

Fie { } 1   \      XS ⊆  o mul ţ ime de vârfur i  d in x .  Dacă        xn = ,  atunc i  

1              −≤= nSd .  Fie Si     ∈  un vârf  d in c ircu it .  Notăm cu ( )ki,l     ,  costu l minim al  

drumulu i de la i  la 1 care trece pr in k  vârfur i  d in S  d i fer i te între e le ş i  d i fer i te de 

i .  Dacă  j  este urmă toru l  vârf  pe acest drum atunc i :  

 ( ) ( ){ }  1  ,        min     ,  −+= kjlckil ij ,     unde Sji       , ∈  ş i        Sk = ,   ij ≠  

 Când 0    =k ,  drumul de la i  la 1 nu trece pr in nic i  un vârf  intermediar  ş i  dec i  

( ) 1 i      ,  ckil = .   

Costu l  min im al c ircu itu lu i  va f i  ( )1  ,1  −nl .  

In  cadrul a lgor i tmulu i  vom folosi :  

 [ ]  .... 1  , .... 1   nnc :  matr icea costur i lor  

 [ ]  .... 1  , .... 1   nnl :  matr icea costur i lor  drumuri lor  minime 

 [ ]  .... 0   nv :  vectorul  vârfur i lor  în  ord inea inversă  a pozi ţ i i lor  în  c ircui t .  

 

procedure  hami lton; 

  ∞+←       min k ;  

for  i=2  to  n  do  {pasul de in i ţ ia l izare. Se determină  drumul de cost min im pentru 

0    =k }  

   [ ] [ ]   ,         0  ,    licil ←  



   i f  [ ] 0         min i,lk >   then  

    [ ] 0         min i,lk ← ;  

    [ ] 1     0   ←v ;  

   end if  

next  i  

[ ] ∞+←        0  1   ,l ;  

for  k=1  to  n-1  do  {Se determină  c ircu itu l  m in im care trece pr in k  

  vârfur i  intermediare,  1        1 −≤≤ nk }  

   ∞+←       min k ;  

   for  i=1  to  n  do  {Se determină  drumul de cost min im care p leacă   

     d in i ,  ajunge în 1 ş i  t rece pr in a lte k  vârfur i  

     d i fer i te între e le ş i  d i fer i te de i }  

    ∞+←       min i  

    for  j=1  to  n  do  

     i f  ij     ≠  then  

           i f  [ ] [ ] 1  ,          ,         min −+> kjljici  then   

       [ ] [ ] 1  ,          ,        min −+← kjljici ;  

           end if  

     end if  

    next  j  

    [ ] ikil min        ,   ← ;    

          i f  [ ]            min ki,lk >  then            

     [ ]            min ki,lk ← ;   

     [ ] ikv          ← ;  

          end if  

   next  i  

  next  k  

  write  (  ′c ircuitu l  m in im are costu l  ′ ,  [ ] 1  ,1   −nl  )  

  write  (  ′ordinea vârfur i lor  d in c ircu i t  este: ′  ) ;  

  for  i=n-1  to  0  do  

   wr i te [ ]( )        iv  

  next  i  

  wr i te (1) ;  

 end_proc 

 



1.2.1.3.2.  Determinarea drumurilor de cost minim care pleacă din acelaşi vârf 

 

 Fie un graf  or ientat ( )X,  ΓG =  ş i  Xi ∈0  un vârf  a l  său.  Ne interesează  să  

determinăm pentru toate vârfur i le Xj     ∈ ,  0    ij ≠  dacă  ex istă  drum de la 0i  la  j .  

Mai mult ,  pentru f iecare j  ne interesează  drumul de cost min im dintre cele care  

unesc 0i  cu j .  Vom folos i a lgor i tmul Di jkstra care implementează  o metodă  de t ip  

Greedy.  

 Vom genera drumur i le  minime în ord inea crescă toare a lungimilor  lor .  La f iecare 

pas. Mul ţ imea S  a vârfur i lor  Xj     ∈  cu propr ietatea că  ex is tă  ce l pu ţ in  un drum de 

la 0i  la  j ,  se va îmbogăţ i .  In i ţ ia l  luăm { }       0iS = .  

 Presupunem că  am determinat m drumuri minime de la 0i  la mul ţ imea de vârfur i  

{ } XiiS m       , .... ,       1 ⊂= .  Dor im să  mai adăugăm un vârf  la mul ţ imea S  ⇔  să  găs im un 

vârf  SXim \     1    ∈+ ,  as tfe l încât  drumul de la 0i  la 1    +mi  es te cel  mai scurt  d intre cele  

care unesc pe 0i  de vârfur i le  d in SX \ .  

 Observaţ ie:  Exceptând pe 1    +mi  acest drum va trece doar pr in  vârfur i  din S .  

În tradevă r ,  dacă  SXj \       ∈∃  un vârf  care se af lă  pe acest drum atunc i drumul de la  

0i  la  j  ar  f i  mai  scurt  decât  ce l  de la  0i  la 1    +mi  ş i  am contrazice a legerea lu i  1    +mi .  

 

Alegerea lui  im + 1  

Pentru această  a legere vom folos i un vector  [ ]nd  , .... ,1    unde: 









∉

∈

=

din  Svârfuriprinnumai trecând  la  ide  la  i

Sidacăimtdedrumuluilungimea

Siacă  la  i  d  iim  de  lat  ţa  de  dis

d i

         

          min  cos       

     mincostan 

0

0

  

In i ţ ia l  vom lua ( )iitd i   ,  cos    0= ,  ni   ,1    = .  

Mul ţ imea S  o vom reprezenta pr intr-un vector caracter ist ic  [ ]ns  , .. ,1    cu 





∉

∈
=

Sidacă

Sidacă
si         ,0 

        ,1 
    .  În aceste condi ţ i i  1    +mi  va f i  acel vârf  d in SX \  pentru care 

ji
dd m   min     1    =+  ,  SX \   (∗ ) .  Vom simbol iza  { }           1    +∪← miSS  pr in  1     1    =+miS .  

 Adăugarea lu i  1    +mi  la S  va genera ş i  modi f icăr i  asupra valor i lor  jd  cu 

{ }( )         \      1    +∪∈ miSXj .  Aceasta pentru că  la vârfur i le { }( )         \      1    +∪∈ miSXj  es te 

pos ib i l  să  se ajungă  ş i  pr in drumuri  ce trec  pr in 1    +mi .   

 Dec i ,  pentru { }( )         \        1    +∪∈∀ miSXj ,  dacă  ( ) jmim djid       ,cost      1    1    <+ ++   

atunci  avem ( )jidd mimj   ,cost          1    1    ++ +← .  



       Este evident  că ,  pentru un astfe l de vârf  j ,  va trebui  să  memorăm 

predecesorul său, 1    +mi ,  în cazul în  care inegal i tatea de mai sus este adevărată .  

Vom folosi  un vector [ ] , ... ,1   nTATA ,  în care vom face at r ibuirea [ ] 1           +← mijTATA ,  

atunci  când real izăm ( )jidd mimj   ,cost          1    1    ++ +← .  

In i ţ ia l  [ ] 0         0 =iTATA  ş i  [ ] 0        =iTATA ,   Xi       ∈∀  pentru care 

( ) ∞+=         ,cost  0 ii .  

În  res t vom in i ţ ia l iza [ ] 0        iiTATA =  pentru Xi       ∈∀  cu ( ) ∞+<         ,cost  0 ii .  

  

 Algor i tmul se va opr i  când nu vom mai putea găs i cu formula ( )∗  un SXk \∈  

astfe l  încât  jk dd   min    = ,  Sj     ∉ ,  ∞+<      kd .   

 

Si       ∈∀  ⇔  ( )1        ,1      ==∀ iscuni  va f i  vârfu l f inal a l  unui drum ce pleacă  d in 0i  ş i  

va avea lungimea minimă  id .  Drumul va f i  format  d in vârfur i le:  

 i ,  [ ]    iTATA ,  TATA  [ ][ ] 0  ,  ...  ,      iiTATA  luate în ord ine inversă .  

 procedure  ( )0  iDIJKSTRA  

  [ ] [ ] [ ]  , ... ,1     ,   , ... ,1    ,   , ... , 1   nTATAndns ,  unde       Sn =  

  for  i=1  to  n  do  

   [ ] 0        ←is ;  [ ] [ ]   , ost          jicid ←  {Pasul de in i ţ ia l izare} 

   i f  [ ] ∞+<           id  then  

     [ ] 0        iiTATA ←  

   else  [ ] 0        ←iTATA ;  

   end if  

  next  i  

  [ ] 1         0 ←is ;  [ ] 0         0 ←iTATA ;  

  repeat 

   [ ] ←      kd min_ ( )kSX   \ ;  

   i f  [ ] ∞+<           kd  then  

    [ ] 1         ←ks ;  

    for  j=1  to  n  do  

     i f  [ ]( )0        =js  and [ ] ( ) ( )( )jdjktkd         , cos       <+        then 

      [ ] [ ] ( )( )   ,  cos               jktkdjd +← ;  

      [ ] kjTATA         ← ;  



     end if  

         next  j  

    end if  

   unti l  [ ] ∞=        kd  

   for  i=1  to  n  do  

    i f  ( )0    ii ≠  and [ ]( )∞+<           id  then  

     wr i te [ ]( )      id ;  

     List_drum  ( )i ;  

    end if  

   next  i  

 end_proc 

 

 procedure  List_drum  ( )i ;  

  i f  0    ≠i  then  

   L ist  drum [ ]( )      iTATA ;  

   wr i te ( )i ;  

  end if  

 end_proc  

 

1.3. ARBORI 

 

Definiţ ie:  Un arbore este un graf  conex ş i  fă ră  c ic lur i .  

 

 

 



Observaţ ie:  În def in i ţ ie,  pr in graf ,  în ţelegem un graf  neor ientat.  

 O reprezentare a unui arbore, care să- i  just i f ice denumirea, se ob ţ ine dacă  

aşezăm pe n ivelur i  văr fur i le sa le. Acest  lucru se real izează  as tfe l:  

 1.  Se a lege un văr f  a l  arborelu i ,  pe care î l  vom numi rădăcina arborelu i  ş i  se 

aşează  pe n ivelu l 1.  

 2.  Pe f iecare n ivel 1>i  se aşează  văr fur i le care sunt legate de rădăcină  pr in tr-un 

lan ţ  de lungime 1−i .  

  3.  Se trasează  muchi i le .  

 Observaţ i i:  Plasarea văr fur i lor  unui arbore pe d iverse n ivelur i  impl ică  ex is ten ţa 

unei ordin i a acestora generată  de chiar aşezarea lor .  În contextu l aşeză r i i  pe 

n ivelur i  mai  observăm: 

1.  Numim descenden ţ i  ai  unui văr f  toate văr fur i le plasate pe n ivelur i  infer ioare  

celu i  a l  văr fulu i dat  ş i  legate pr intr -un lan ţ  de acesta. 

2.  Se numeş te descendent d irec t  a l  unui văr f  acel descendent a l văr fu lu i dat ,  

legat  de acesta pr intr-o muchie ş i  p lasat  pe n ivelu l imediat  infer ior .  

3.  Un vărf   de pe nivelul  1>i  este legat  printr -o muchie de un singur vărf  de 

pe nivelul  1−i .  În plus,  vărfuri le de pe nivelul  i  nu sunt  legate prin muchii  (al tfel 

ar  exista cicluri  în arbore).  

4.  Aşezarea pe nivelur i  a  văr fur i lor  unui  arbore ne dă  pos ib i l i ta tea să  

cons iderăm că  arbore le este un graf  or ientat .  

Definiţ ie:  Se numeş te  pădure un graf  neor ientat  ş i  fără  c ic lur i .  

 Evident ,  componente le conexe a le unei pădur i  sunt arbor i .  De a ic i  rezul tă  că  ş i  

pădurea poate f i  considerată  graf  or ientat.  

 

1.3.1. Reprezentarea ş i  parcurgerea arborilor ş i  pădurilor 

 

 Ex istă  mai multe metode de reprezentare a arbor i lor  oarecare.   

 Reprezentarea arborelui determină  ş i  posib i l i ta tea traversăr i i  lu i .  În consec in ţă  

metodele de reprezentare sunt s trăns legate de metodele de parcurgere a 

arborelu i .  

 Ex istă  t re i  metode de parcurgere a unui  arbore oarecare:  A  −  postordine,  A  

preord ine ş i  parcurgere pe n ivelur i .  

 Studiu l  nostru nu se axează  în  mare măsură  pe studiu l  arbor i lor  oarecare. De 

aceea vom da doar metoda de parcurgere pe n ivelur i  ş i  o metodă  de reprezentare 

adecvată  e i .  

 Fie  un arbore cu văr fur i le { }  , ... ,2 ,1  n .  F ie ni   ,1    0 =  rădăc ina lu i .  Ataşăm acestu i 

arbore tabloul  [ ]   ...  1   nTATA  cu valor i le :  

 [ ]
{ }




≠∈

=
=

0

0

                 , ... ,1      

                                    ,0 
        

iidacănk

iidacă
iTATA  



 Pentru a parcurge pe n ivelur i  acest arbore vom cons idera încă  un tablou  

[ ]   ...  1   nviz  care va avea valor i le  [ ] iniveliviz         =  ni   ,1    = ,  unde inivel  este nive lul  

pe care es te aşezat vârfu l i ,  dacă  i  a fost v izi ta t  ş i  [ ] 0        =iviz ,  dacă  i  nu a fost 

v izi tat .  

 

 procedure  Traversare_pe_nivelur i  ( )0i  

  0i :  rădăc ina arborelu i 

  [ ]  . 1  nVIZ  

  for  i=1  to  n  do  

    [ ] 0       ←iVIZ ;  

   next  i   

   VIZITARE ( )0i ;  [ ] 1       0 ←iVIZ ;  2  ←niv ;  

   repeat   

    cont inuă  ←  fa lse; 

    for  i=1  to  n  do  

     i f  [ ]( )0       ←iVIZ  and [ ][ ]( )1         −= niviTATAVIZ  then  

      VIZITARE ( )i ;  [ ] niviVIZ        ← ;  

      i f  (not cont inuă)  then  cont inuă  ←  t rue; 

      end_if  

     end_if  

    next  i  

    1  +← nivniv ;  

   unti l  (not cont inuă) ;  

 end_proc 

 

 În cazul unei pădur i cu 0>n  vârfur i  f ie { }  , ... ,1      , ... , 0
1
0 nii n ∈  rădăc ini le celor k  

arbor i  ce o compun.  Procedura de mai sus poate f i  modif icată  astfel încât să  

se lec teze toate rădăcini le (vârfur i le care au componenta corespunză toare d in 

vectorul  TATA  egală  cu 0 ) .  Pot f i  vizi ta ţ i  arbor i i  în par te sau se pot vizi ta toate  

vârfur i le  pădur i i  af la te pe n ivelu l curent (se v izi tează  1
0i ,  ki   ,1    =  apoi descenden ţ i i  

d irec ţ i  a i  acestora, apoi descenden ţ i i  descenden ţ i lor . . . . . ) .  

  

1.3.2. Arborele parţ ial de cost minim al unui graf neorientat 

 

 Fie ( )ΓX,G       =  un graf  neor ientat .  Ataşăm f iecărei muchi i  a grafu lu i o valoare 

pozi t ivă  as tfe l:  



 ( ) ( )
( )




∈∃>

=∞
==

Γi ,  jdacă c

jidacă
ijCOSTjiCOST

              ,0

                 , 
      ,        ,   

 Se pune problema să  determinăm un graf  par ţ ia l  ş i  conex ( )∆=   ,    XH  al  lu i  G  

astfe l încât suma costur i lor  muchi i lor  d in ∆  să  f ie min imă .  Observăm că ,  în acest 

caz,  grafu l  căutat este un arbore. 

 Problema enun ţată  es te cunoscută  ca problema conectăr i i  oraşelor  cu cost min im. 

Arborele care va f i  determinat va purta numele de arbore par ţ ia l  de cost min im  

corespunză tor  grafulu i  G .  

 Ex istă  do i  a lgor i tm i pentru această  problemă ,  amândoi  baza ţ i  pe metoda Greedy.  

În  cazul  a lgor i tmulu i  lu i  Kruskal ,  arborele este cunoscut pr in  muchi i le sa le. In i ţ ia l  

arborele es te v id ş i ,  la  pasul curent ,  se adaugă  muchia cu costu l ce l mai mic d intre 

cele neinc luse încă  în arbore. Algor i tmul lu i  Pr im ia în cons idera ţ ie ş i  vârfur i le 

arborelu i  la  f iecare pas. 

 

1.3.2.1.  Algoritmul Kruskal 

 

Strategia a lgor i tmulu i  ne impune să  ordonăm de la început muchi i le grafulu i 

ini ţ ia l  în ordinea crescă toare a costur i lor  lor .  F ie       Γm =  număru l de muchi i  d in 

graf .   

Cons iderăm matr icea [ ] 3 ... 1  , ... 1  mMAT  în care f iecare l in ie corespunde unei 

muchi i  d in graf ;  l in ia 1 corespunde muchie i cu costu l ce l mai mic, l in ia nu 

corespunde muchie i cu costu l ce l mai mare.  

 Pentru nk   ,1    = ,  [ ] 1  ,   kMAT  ş i  [ ] 2  ,   kMAT  reprezin tă  vârfur i le  muchie i k ,  iar  

[ ] 3  ,   kMAT  reprezintă  costu l ataşat  muchie i .  

 In i ţ ia l ,  ce le       xn =  vârfur i  d in graf  se cons ideră  că  formează  o pădure cu n 

arbor i .  F iecare vârf  este un arbore cu rădăc ina vârfu l  respect iv.  În f ina l aceş t i  

arbor i  sunt  reuni ţ i  într -unul s ingur .  

 La f iecare pas doi arbor i  a i  pădur i i  se reunesc într-un s ingur arbore. Această  

reuniune se face conform urmă toru lu i pr inc ip iu: dacă  muchia de la pasul curent are 

vârfur i le  s i tuate în arbor i  d i fer i ţ i ,  atunci  aceş t i  arbor i  se vor  reuni.  

 Vom cons idera un vector  [ ]  ... 1  nRAD  (RADăc ină) .  F ie nii 0
1
0  , ... ,  rădăc in i le celor k  

arbor i  de la pasul curent.  F ie knn  , ... , 1  număru l de vârfur i  d in f iecare arbore d intre 

cei k  arbor i  de la pasul curent.  Semnif ica ţ ia componente lor vectoru lu i  RAD  es te 

urmă toarea: 
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 In i ţ ia l ,  [ ] 1          −=iRAD ,  ni   ,1     =  ⇔  f iecare vârf  const i tu ie un arbore. 

 

Af larea arborelu i  d in care face parte un vâr f  

 

 Pentru un vârf  { }  , ... ,1     ni ∈  va trebui să  af lăm acel  vârf  j  care este rădăc ină  a  

arborelu i  d in care face parte vârful  i .  

  funct ion  ( )iAPART  

     i :  vârfu l  căutat 

   ij ← ;  

    while  [ ] 0        ≥jRAD  do   

    [ ]        jRADj ← ;  

   end while 

   jAPART     ← ;  

  end_func 

 

Reuniunea a doi  arbor i  

 

 Se real izează  în momentul când găsim o muchie cu vârfur i le s i tuate în doi arbor i  

de rădăcin i di fer i te.  Pentru ca muchia să  f ie luată  în cons iderare se real izează  

reuniunea celor doi arbor i .  Aceasta va urmăr i  pr inc ip iu l :  arborele cu număr  de 

vârfur i  mai mic este adăugat la cel cu număr  de vârfur i  mai mare. Fie ( )ji   ,  o as tfe l  

de muchie ş i  [ ]        1 iRADk = ,  [ ]        2 jRADk = ,  iar  2    1 kk ≠ .  

   

  procedure  ( )2  ,1  kkREUN  

   [ ] [ ] 2        1       kRADkRADnr +← ;  

   i f  [ ]( ) [ ]( )  2            1      kRADabskRADabs <  then  

    [ ] 2     1   kkRAD ← ;  [ ] nrkRAD      2   ← ;  

   else 

    [ ] 1     2   kkRAD ← ;  [ ] nrkRAD      1   ← ;  

   end_if  

  end_proc 

 

  procedure  ( )mnKRUSKAL   ,   

   n :  numărul  de vârfur i  d in graf  

   m :  numărul  de muchi i  d in graf  



   COST :  costu l to tal  al  arborelui  par ţ ia l  

   [ ]  ... 1   nRAD :  vectorul  cu semnif ica ţ ia  amint i tă  

   [ ] 3 ... 1  , ... 1  mMAT :  matr icea muchi i lor  ş i  a  costur i lor  

   0    ←COST ;  1    ←j ;cont inuă  ←  t rue; 

   while  ( )mj     ≤  and cont inuă  do  

    [ ]( )  1       1 j,MAT APART  K ← ;  

    [ ]( )  2       2 j,MAT APART  K ← ;  

    i f  2    1 kk ≠  then  

     ( )2  ,1  kkREUN ;  

write  [ ] [ ] [ ]( )  3  ,     ,  2  ,     ,  1  ,    jMATjMATjMAT ;  

     [ ] 3         j,MAT COSTCOST +← ;  

    end_if  

    i f  [ ]( )nkRADabs        1      −=  or  [ ]( )nkRADabs        2      −=   

then  cont inuă  ←  fa lse 

    else  1        +← jj ;  

    end_if  

   end_while 

  end_proc .  

  

 Exemplu:    
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1.3.3. Arbori binari 

 

 Definiţ ie:  Un arbore b inar este un arbore în care f iecare vârf  are cel mul t  doi 

descenden ţ i ,  făcându-se d is t inc ţ ia c lară  înt re descendentu l stâng ş i  ce l drept a l 

f iecăru i  vârf .  

 

 

 Observaţ i i:  

 1.  Or ientarea de la arbor i i  oarecare (generată  de p lasarea vârfur i lor  pe n ivelur i)  

se men ţ ine ş i  în cazul  arbor i lor  b inar i .  

       2.  Reprezentarea  pe  n ive lur i   determină   să   nu mai  f ie necesar sensul  

arcelor .  

       3.  F iecare  vârf   poate  f i   considerat  rădăc ină  pentru un subarbore. Evident,  

pentru f iecare vârf  vom avea subarborele s tâng ş i  subarborele drept,  eventual unul  

d in e i  sau amândoi putând f i  arbor i  v izi  ( fără  n ic i  un vârf ) .  

 

1.3.3.1. Reprezentarea arborilor binari in calculator 



 

a.  Reprezentarea secvenţ ială  (statică ) 

Forma de reprezentare secven ţ ia lă  ″standard″  este cea în care pentru f iecare 

vârf  i  se precizează  descenden ţ i i  să i  d irec ţ i ,  s tâng [ ]    iST  ş i  drept  [ ]    iDR ,  

eventual informa ţ ia  [ ]    iINFO  a taşată  vârfulu i .  Cele tre i tablour i  vor  avea 

d imens iunea n  (număru l de vârfur i  din arbore).  În acest context  es te necesar a se 

prec iza indicele vârfu lu i rădăc ină .  L ipsa unui descendent se s imbol izează  pr in 

[ ] 0        =iST  sau [ ] 0        =iDR .  

Exemplu:  Pentru arborele b inar de mai  sus avem: 

 

( )
( )
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0 ,9 ,0 ,0 ,7 ,0 ,0 ,5 ,8    
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b. Reprezentarea înlănţuită  (d inamică )  

Fiecă ru i  vârf  a l  arborelui  binar i  se ataşează  urmă torul  t ip de înregistrare: 

{ }   ,  ,     RLINKINFOLLINKx =  

unde:   

LLINK :  refer in ţa spre descendentu l  stâng; 

RLINK :  refer in ţa spre descendentu l  drept ;  

INFO :  informa ţ ia  ataşată  vârfulu i.  

Absen ţa unui descendent se s imbol izează  pr in refer in ţa nulă ,  Φ .  

În  acest  context trebuie precizată  o  var iabi lă  refer in ţă  RAD ,  la vârfu l  rădăc ină  

a l  arborelu i .  

 Pentru arborele binar d in exemplu, reprezentarea în lăn ţuită  este urmă toarea: 

 

 



 

 

1.3.3.2. Parcurgerea (traversarea) arborilor binari 

 

 Cele două  t ipur i  de reprezentare sunt adecvate pentru cele tre i metode de 

parcurgere a arbor i lor  b inar i .  

 1.  Parcurgerea în preordine :  se v izi tează  rădăc ina, apoi se parcurge în preordine 

subarborele s tâng ş i  apoi  tot  în  preordine subarborele drept .  

1.  Parcurgerea în inord ine :  se parcurge în inord ine subarborele stâng, apoi se 

v izi tează  rădăc ina ş i  în f ina l se parcurge tot  în inord ine subarborele drept.  

2.  Parcurgerea în postord ine :  se parcurge în postord ine subarborele stâng,  

apoi în postord ine subarborele drept ş i  în f ina l se v izi tează  rădăc ina. 

Pentru f iecare din cele tre i  metode de parcurgere vom prezenta două  vers iuni .  

Pr ima vers iune ut i l izează  o st ivă ,  iar  cea de-a doua vers iune este recurs ivă .  Vom 

ut i l iza reprezentarea în lăn ţui tă  a arborelui b inar .  Procedur i le scr ise pentru 

reprezentarea secven ţ ia lă  rămân ca temă .  

 St iva (ut i l izată  în procedur i le din pr ima vers iune)  va con ţ ine nodur i  cu urmă toarea 

struc tură  { }   ,     LINKRY = ,  unde R  este refer in ţa spre un vârf  a l  arborelu i b inar ş i  

LINK este refer in ţa la urmă toru l  nod d in s t ivă .  

 Observaţ ie:  Refer in ţa R  este adresa pr imului vârf  d in arbore care urmează  să  f ie  

v izi tat .  La un moment  dat,  e lementele din st ivă  con ţ in refer in ţe la toate vârfur i le 

arborelu i  care urmează  să  f ie  v izi tate. 

  

1.3.3.2.1. Parcurgerea în preordine 

 

 Cu st ivă:   

 procedure  PREORD(RADarb) 

  arbRAD  :  refer in ţă  la rădăc ina arborelu i  (de t ip X )  

  VÂRF st ivă :  refer in ţă  la vârfu l s t ive i (de t ip  Y )  

  P :  refer in ţă  la vârfur i le arborelu i 

  EXTRAGEINSEREAZĂ   , :  procedur i  de lucru cu st iva 

  VÂRFst ivă  Φ← ;  arbRADP      ← ;  

  cont inuă  ←  t rue; 

  while  cont inuă  do  

   while  Φ≠P  do  

    PRELUCREAZĂ  ( )( )PINFO ;  

    INSEREAZĂ  ( )P  ;  

    ( )PRLINKP       ← ;  

   end while 



   i f  VÂRFst ivă  Φ≠  then  

    EXTRAGE ( )P ;  

    ( )PRLINKP       ← ;  

   else  cont inuă  ←  false;  

   end if  

  end while 

 end proc 

 Recursiv:   

 procedure  PREORD (P) 

  P:  refer in ţă  la vârfur i le arborelui  (de t ip X )  

  i f  Φ≠P  then  

   PRELUCREAZĂ  ( )( )PINFO ;  

   PREORD ( )( )PLLINK ;  

   PREORD ( )( )PRLINK ;  

  end if  

 end proc 

 

 Apelul  celor  două  procedur i :  

(1)  ⇒  PREORD (RADarb)  

(2)  ⇒  PREORD (RADarb)  

 

⇒   3  2 1 6 4 5 8 7 9 

 

1.3.3.2.2. Parcurgerea în inordine 

 

Cu st ivă:  

 procedure  INORD(RADarb) 

  VÂRFst iva Φ←  RADP ← arb; 

  cont inuă  ←  t rue; 

  while  cont inuă  do  

   while  Φ≠P  do  

    INSEREAZĂ  ( )P ;  

    ( )PLLINKP  ← ;  

   end while 

   i f  VÂRFst iva Φ≠  then  

    EXTRAGE ( )P  ;  



    PRELUCREAZĂ  ( )( )PINFO ;  

    ( )PRLINKP  ← ;  

   else  cont inuă  ←  false;  

   end if  

  end while 

 end proc 

 

 Recursiv:   

 procedure  INORD(P) 

  i f  Φ≠P  then  

   INORD ( )( )PLLINK ;  

   PRELUCREAZĂ  ( )( )PINFO ;  

   INORD ( )( )PRLINK ;  

  end if  

 end proc 

 

 Apel :  (1)  ⇒  INORD (RADarb) 

(2)  ⇒  INORD (RADarb) 

⇒  1 2 3 4 5 6 7 8 9  

 

1.3.3.2.3.  Parcurgerea în postordine 

 
Cu st ivă:  

 procedure  POSTORD (RADarb) 

  1  , PP :  refer in ţă  la vârfu l  arborelu i 

  VÂRFst ivă :  refer in ţă  la vârfu l s t ive i 

  cont1,  cont2: var.  booleene 

  P ←  RAD arb; 

  cont1 ←  cont2 ←  t rue;  

  while  cont1 do  

   while  cont2 do  

       i f  ( )( )Φ→PLLINK  or  ( )( )Φ→PRLINK  then  INSEREAZĂ  ( )P ;  

        i f  LLINK(P)≠Φ  then  ( )PLLINKP  ←  else  ( )PRLINDP  ← ;  

     end if  

     else  cont2 ←  fa lse; 

    end if  

   end while  {cont2} 



  PRELUCREAZĂ  ( )( )PINFO ;  

  i f  VÂRF s t iva = Φ  then  cont1 ←  fa lse 

  else 

    EXTRAGE ( )1P ;  

    i f  (P = LLINK (P1) )  and (RLINK (P1)  ≠  Φ )  then  

     INSEREAZĂ  (P1) ;  P ←  RLINK ( )1P ;  

     cont2← t rue; 

    else 

     1PP ← ;  cont2 ←  fa lse; 

    end if  

   end if  

  end while  {cont1} 

 end proc 

 

 Recursiv:  

 procedure  POSTORD(P)    

    i f  Φ≠P  then  

   POSTORD (LLINK(P)) ;  

   POSTORD (RLINK(P)) ;  

   PRELUCREAZĂ  ( INFO(P)) ;  

  end if  

 end proc 

 

 Apel:  (1)  ⇒  POSTORD (RAD arb) ;  

           (2)  ⇒  POSTORD (RAD arb) ;  

 ⇒  1 2 5 4 7 9 8 6 3 

 

 

1.3.3.3. Arbori binari de sortare 

 

 Fie M o mul ţ ime de e lemente. Cons iderăm că  pe această  mul ţ ime s-a inst i tu i t  o 

re la ţ ie de ord ine ″<  ″ .  Dacă  t ipu l { }   ,  ,     RLINKINFOLLINKx =  caracter izează  

nodur i le  unui arbore b inar ,  să  cons iderăm că  ( ) MxINFO       ∈ .  

Dacă  P  ş i  Q  sunt două  re fer in ţe la nodur i le arborelu i b inar ,  ş i  dacă :  

1.  ( ) ( )PINFOQINFO         < ,  pentru Q  ∀  care referă  un nod d in subarborele 

stâng a l lui  P ;  



2.  ( ) ( )QINFOPINFO         < ,  pentru Q  ∀  care referă  un nod d in subarborele 

drept a l lu i  P .  

Atunc i arborele b inar  este arbore b inar de sortare .  

 Aceeaş i  def in i ţ ie pentru metoda de reprezentare secven ţ ia lă .  

 Fie { }  , ... ,1  n  mul ţ imea de et ichete ataşată  nodur i lor  unui arbore b inar ş i  

[ ]  , ... ,1   nST ,  [ ]  , ... ,1   nDR  ş i  [ ]  , ... ,1   nINFO  vector i i  care def inesc arborele.  F ie 

( ) MiINFO       ∈  pentru ni   ,1      =∀ .  Dacă  considerăm doi indic i  { }  , ... ,2 ,1      , nji =  ş i  

dacă :  

1.  [ ] [ ]            iINFOjINFO <   pentru j  ∀  d in subarborele stâng a l  lu i  i ;  

2.  [ ] [ ]            jINFOiINFO <   pentru j  ∀  d in subarborele drept  al  lu i  i .  

atunci  arborele es te un arbore b inar de sortare .  

   

1.3.3.3.1. Căutarea şi inserarea într-un arbore binar de sortare 

 

 Fie M  o mul ţ ime ordonată  ş i  un arbore b inar de sor tare as tfe l încât P  ∀  refer in ţă  

la nodur i le arborelu i avem ( ) MPINFO       ∈ .  Dacă  MY     ∈  se pune problema să  

determinăm dacă :  

 •  P  ∃  refer in ţă  la  nodur i le  arborelu i  as tfe l încât  ( )PINFOY       =  (vers iunea 

în lăn ţui tă) ;  

  sau 

 •   ∃ { }  , ... ,1     ni ∈  as tfe l încât [ ]        iINFOY =  (vers iunea secven ţ ia lă) .  

 În  caz negat iv se va insera în arbore un nod nou în locul  corespunză tor .  

 

 procedure  Caut_ inser t  (var RefRadArb ;  Y  p ,  găs it)  

  RefRadArb, P ,  1P :  refer in ţe la nodur i le  arborelu i  

     MY ∈ :  informa ţ ia care trebuie găs i tă  

  găs i t :  var  booleană  

  Φ←1P ;  P←RefRadArb;  găs it  ←  fa lse; 

  while  (not  găs i t)  and ( )Φ≠P  do  

   i f  ( )PINFOY       =  then  găs it  ←  t rue 

   else 

         PP ←1 ;  

    i f  ( )PINFOY      <  then  ( )PLLINKP       ←  else  ( )PRLINKP       ←  

     end if     

   end if  



  end while 

  i f  (not găs it)  then   

   Alocă  spa ţ iu  pentru P ;  ( ) YPINFO       ← ;  

   ( ) ( ) Φ←←           PRLINKPLLINK  

   i f  Φ=1P  then  RefRadArb ← P  

   else 

         i f  ( )1      PINFOY <  then  ( ) PPLLINK       1 ←  else  ( ) PPRLINK       1 ← ;  

       end if  

   end if  

  end if  

 end_proc 

 

  Apel:  F ie var iabi le le g lobale :  RAD refer in ţă  la rădăc ina arborelu i,  Y o var iabi lă  

cu propr ietatea PMY  ,    ∈  refer in ţă  la nodur i le arborelui ,  găs i t  var iabi la  booleană ,  

atunci  apelu l  es te Cant_inser t  ( RAD ,  Y ,  P ,  găs i t ) .  Dacă  găsi t  = true, atunc i în  P  

vom găs i  refer in ţă  la  nodul căutat .  Al t fe l  P va refer i  nodul  care s-a inserat.  

 Observaţ ie:  Procedura poate f i  apelată  ş i  când arborele este v id ⇔  Φ=    RAD .  

Repetând apelu l se vor insera nodur i le  arborelu i.  Pozi ţ ia nodur i lor  va depinde de 

ord inea în care es te furn izată  informa ţ ia  Y .  

 Ia tă  o procedură  recursivă  care va real iza doar inserarea într-un arbore. Poate f i  

apelată  ş i  când arborele este v id,  Φ=    RAD .  

 

 procedure  INSERT ( Y  ;  P )  

  MY ∈ :  informa ţ ia  d in nodul care se inserează  

  P :  refer in ţă  la nodur i le  arborelu i 

  i f  ( )Φ=P  then  

   Alocă  spa ţ iu l  pentru P ;  

   INFO(P)←Y; 

   LLINK(P)  ←  RLINK(P)←Φ ;  

  else 

   i f  ( )PINFOY       <  then ( )( )     ,   PLLINKYINSERT  

       else  ( )( )     ,   PRLINKYINSERT ;  

   end if  

  end if  

 end_proc 

 



 Dacă  RAD este refer in ţa g lobală  la  rădăc ina arborelu i,  a tunci apelu l va f i  

( )   ,   RADYINSERT .  

 

1.4. STRUCTURI HEAP ŞI  APLICAŢI I   

 

 Struc tura de date heap  es te un vector care poate f i  v izual izat ca un arbore b inar  

aproape complet (dacă  arbore le are n  nive lur i ,  a tunc i vârfur i le de pe n ivelur i le  

1        1 −− n  au câte doi descenden ţ i ,  n ivelu l n ,  ce l a l  f runzelor,  este par ţ ia l  p l in de la 

stânga la dreapta).  

 Un heap A  are două  a tr ibute: 

 −  lungime_heap [ ]A  ≡  număru l  e lementelor d in vector;  

 −  d imens iune_heap [ ]A  ≡  numărul  de e lemente a le heap-ulu i care sunt memorate 

în vector.  

 Evident  d im_heap [ ]A  ≤  lungime_heap [ ]A .  Rădăc ina arborelui  este A  [ ] 1 .  

 

 

 

 Fie un indice [ ]Aheapi   dim_        1 ≤≤ .  Corespunză tor  unui nod a l  arborelu i,  def in im: 
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 Propr ietatea structur i i  heap: pentru or ice nod difer i t  de rădăc ină ,  va loarea ataşată  

acestuia es te mai  mică  sau cel mul t  egală  cu valoarea asoc iată  pă r inte lu i  său.  

 Alt fe l  spus:  

 1      ≠∀ i  avem ( )[ ] [ ]           int   iAieParA ≤  

 [ ]    dim_        1 Aheapi ≤<  



 Definiţ ie:  Înă l ţ imea unui nod a l arborelu i este număru l muchi i lor  apar ţ inând celui  

mai  lung drum de la nodul respect iv la o frunză .  

 

1.4.1. Reconstituirea proprietăţii de heap 

 

 Fie A  un vector ş i  i  un indice d in vector .  Asoc iem vectorulu i A  un arbore b inar  

ş i  presupunem că  subarbor i i  care au ca rădăc ini  pe ( )igaS   tan  ş i  ( )iD   reapta  sunt  

heap-ur i .  Este posib i l  ca [ ]    iA  să  f ie mai mic decât descenden ţ i i  să i ,  ş i  dec i ,  pentru 

i  nu es te îndepl in i tă  propr ietatea de heap. 

 Algor i tmul urmă tor  reconstruies te propr ietatea de heap. 

 Se determină  ce l mai  mare e lement d intre [ ]   iA ,  ( )[ ]    iStângaA  ş i  ( )[ ]     iDreaptaA  ş i  f ie 

max  ind icele acestu ia. Dacă  max=i ,  procedura se termină  pentru că  A  es te un 

heap. Dacă  max≠i ,  atunci ce l mai mare e lement este unul d intre descenden ţ i .  

Rezul tă  că  se in terschimbă  [ ] [ ] max         AiA ↔ .  

 Acum nodul i  ş i  descenden ţ i i  să i  au propr ietatea de heap, dar [ ]ax   mA  are 

valoarea in i ţ ia lă  a lu i  [ ]   iA  ş i  es te pos ib i l  ca e l să  nu mai îndepl inească  propr ietatea 

de heap (adică  subarborele de rădăc ină  [ ]ax   mA  să  nu mai f ie heap) .  Atunci se re ia 

procedeul  de mai sus pentru indicele max .  

 

  procedure  Reconst i tue_heap (A,  i )  

   l  ←  Stănga ( i)  

   r  ←  Dreapta ( i)  

   i f   ( l  ≤  d im_heap [A]  and A[ l]  > A[ i] )  then  

            max ←  l  

        else 

      end_if  max ←  i  

      i f  ( r  ≤  d im_heap [A]  and A [ r ]  > A [max ] )  then 

      max ←  r  

      end_if   

        i f  (max ≠  i )  then  

       A [ i]  ↔  A [max ]  

       Reconst i tue_heap (A,  max) 

       end_if    

  end_proc   
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Reconstituire_heap (A, 2) 

l = 4, r = 5 ⇒ max = 4  

          şi 

A [2] ↔ A [4] ⇔ 4 ↔ 14 

 

 

Reconstituire_heap (A, 4) 

l = 8, r = 9 ⇒ max = 9  

          şi 

A [9] ↔ A [4] ⇔ 4 ↔ 8 

 

 

 

1.4.2. Construirea unui heap 

 Fi ind dat vectoru l [ ]  ... ,1  nA  se pune problema transformăr i i  lu i  în heap,  astfe l încât 

lungime [ ] nA       = .   

 Din re la ţ i i le ( )∗  deducem că  elementele [ ]    , ... , 1    
2

  nA
n

A 







+  sunt f runze în arborele 

asoc iat  ş i  pot  f i  cons iderate ca heap-ur i  formate d in câte un e lement .  

 Algor i tmul constru ieş te_heap va lua în cons idera ţ ie doar  e lementele [ ]   
2

   , ... ,  1  






 n
AA  

ş i  va apela a lgor i tmul  Reconst i tu ire_heap pentru f iecare d in e le. 

 Se impune ca subarbor i i  având ca rădăc ină  descenden ţ i  a i  nodului  i ,  unde 









≤≤  

2
         1
n

i ,  să  f ie  deja heap-ur i  atunci  când se trece la prelucrarea lu i  i .  

  

 procedure  Constru ieş te_heap ( )A  

   d im_heap [ ]A  ←  lungime [ ]A  

   for   i  = [dim_heap [ ]A  ⁄  2]  to  1  do  

            Reconst i tue_heap ( )iA  ,  

   next  i  

 end_proc  
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1.4.3. Aplicatii ale structurii heap 

1.4.3.1. Algoritmul HeapSort 

 Algor i tmul HeapSort  este un exemplu de ut i l izare a s truc tur i i  de heap. 
 Fie vectoru l [ ]  ..., ,1  nA  a le că ru i e lemente se vor  ordona  crescă tor  folos ind 

propr ietatea de heap a lu i  A .  

 In i ţ ia l  vom transforma vectoru l A  în  heap.  Apelu l subprogramulu i 

Constru ieş te_heap  ( )A  va aşeza pe pozi ţ ia  [ ] 1  A  ce l mai mare e lement  d in vector.  

 Vom interschimba: [ ] [ ]        1  nAA ↔ .  

 În cont inuare vom lua în cons idera ţ ie doar e lementele ( )[ ] 1 ... ,1  −nA ,  iar 

d im_heap [ ]  A  ←  dim_heap [ ]  A -1. Subarbor i i  nodulu i rădăc ină  [ ] 1  A  au propr ietatea 

de heap.  Eventual,  doar  nodul [ ] 1  A  nu îndepl ineş te aceasta propr ietate. Pentru 

aceasta se apelează  Reconst i tui re_heap ( )1 ,A .  

   procedure  HeapSor t ( )A  

    Constru ieş te_heap ( )A ;  



    for  i  =  lungime [ ]A  to  2  do  

     [ ] [ ] 1         AiA ↔  

     d im_heap [ ]A  ←  d im_heap [ ]A  −  1 ;  

     Reconst i tu ire_heap ( )1 ,A ;  

    next  i  

   end_proc 

 

 

1.4.3.2. Cozi de priorităţi 

  

 O apl ica ţ ie  f recventă  a  structur i i  heap o reprezintă  cozi le de pr ior i tăţ i .  

 Coada de pr ior i tăţ i  este o s truc tură  de date care con ţ ine o mul ţ ime S  de 

e lemente, f iecare având asoc iată  o  cheie. 

 Opera ţ i i le  d intr-o coadă  de pr ior i tăţ i  sunt :  

 •  Inserează  ( ) { }               , xSSxs ∪←⇔ ;  

 •  Maxim ( ) ⇔S  returnează  e lementele d in S  cu cea mai mare cheie; 

 •  Extrage_Max ( ) ⇔S  returnează  ş i  e l im ină  e lementele din S  cu cea  mai mare 

cheie. 

 O apl ica ţ ie  a cozi lor  de pr ior i tăţ i  este p lanif icarea lucrăr i lor  pe calculatoare 

par tajate. F iecare lucrare are o pr ior i tate.  În  coada de pr ior i tăţ i  se memorează  

lucrăr i le ş i  pr ior i tăţ i le  lor .  Când o lucrare se termină  sau este suspendată ,  se 

extrage din coadă  lucrarea cu cea mai mare pr ior i ta te ş i  se execută  (subprogramul 

Extrage_Max). Or icând se poate insera o nouă  lucrare în coada de pr ior i tăţ i  

(subprogramul Inserează ) .  

 

  procedure  Ext rage_Max ( )A  

   i f  d im_heap [ ]A  <  1 then  

         wr i te  ″Eroare depăş i re inf .  heap″  

   else 

      maxim [ ] 1    A← ;  

     A[1]   ←  A[dim_heap[A]]  

     d im_heap [ ]  A  ←  d im_heap [ ] 1      −A ;    

     Reconst i tui re_heap ( )1 ,A ;  

     re turn maxim; 

   end if  

 end_proc  

 

 procedure  Inserează_în_heap (A, cheie)     

    d im_heap [ ]  A  ←  d im_heap [ ] 1      +A  



    i ←  d im_heap [ ]  A  

    while  ( i  > 1 and A [Pă r inte ( i ) ]  < cheie) do   

             A [ i]  ←  A [Pă r in te ( i) ]  

             i  ←  Păr in te ( i)  

    end_while 

    A [ i]  ←  cheie 

 end_proc .  

 

1.5. TABELE DE DISPERSIE  

 Mul te apl ica ţ i i  neces ită  ut i l izarea unei mul ţ im i de e lemente M  asupra căre ia se 
apl ică  doar  opera ţ i i le  spec if ice d ic ţ ionarelor ,  Insereaază ,  caută ,  Ş terge .  
  O tabelă  (un tablou unid imens ional)  este o struc tură  de date ef ic ientă  pentru 
implementarea unui d ic ţ ionar .  
 

1.5.1. Tabele cu adresare directă  

Presupunem că  f iecăru i e lement d in mul ţ imea M i  se asoc iează  o cheie a leasă  
d intr-un univers { }1-m0,1,...,  U = ,  unde m  nu es te foar te mare. Vom presupune că  nu 
ex istă  două  e lemente care să  a ibă  aceeaş i  cheie. 
Pentru a reprezenta mul ţ imea M fo los im o tabelă  cu adresare d irectă ,  pract ic ,  un 
tablou [ ]1-0..mT  în care f iecare loca ţ ie (e lement de tablou) corespunde unei chei  

d in U .  Un e lement  d in M  având cheia Uk ∈  este refer i t  de loca ţ ia k  d in tabelă ,  

ad ică  [ ]kT .  Dacă  mul ţ imea M  nu con ţ ine un e lement cu cheia k ,  atunc i  [ ] Null=kT .  

Opera ţ i i le  d intr-o tabelă  cu adresare deschisă  sunt  :  
 
funct ion  Cauta(T, k )  :  întoarce o valoare d in mul ţ imea M 
 k  :  cheie 

 return [ ]kT ;  

end_func 

 

procedure Insert (T,x )  
 x :  element  d in mul ţ imea M  

 [ ] x←cheie(x)T ;  

end_proc  
 
procedure Ş terg(T,x )  
 x :  element  d in mul ţ imea M  

 [ ] Null←cheie(x)T ;  

end_proc  
 
Observaţ ie  :  Opera ţ i i le de mai  sus au compexitatea O(1) .  
 

1.5.2. Tabele de Dispersie 

 Ut i l izarea tabele lor  cu adresare d irectă  este uneor i nepract ică  sau chiar  
impos ibi lă  d in punct de vedere a l memorie i d isponibi le.  Acesta se întâmplă  când 



universul U  este mare (m  foar te mare).  Mai mult ,  mul ţ imea K  a chei lor  efec t iv  
memorate poate f i  m ică  re lat iv la U  iar  major i ta tea spa ţ iu lu i  alocat pentru tabla T  să  
f ie  iros it .  

În  cazul  card(U)card(K) <<  se fo losesc tabelele de d ispersie  care neces ită  un 

spa ţ iu de memorie mult  mai mic. Pr in d ispers ie, une element Mx ∈  având cheia 
Uk ∈ ( kcheie(x) = )  es te memorat  în  loca ţ ia h(k) ,  unde h  es te func ţ ia  de d ispers ie  

  { }1-0,1,...mU:h → .  

Func ţ ia de d ispers ie este fo los i tă  pentru a calcula loca ţ ia d in tabela T  pe baza chei i  
k .  Mul ţ imea de indic i  d in tabelă , { }1-0,1,...m ,  este,  în general,  d i fer i tă  de universul 
chei lor .  

Spunem că  un e lemnet cu cheia k  se d ispersează  în loca ţ ia  )(h k  sau mai spunem 

că  )(h k  es te valoarea de d ispers ie  a  chei i  k .  

Func ţ i i le de d ispers ie reduc s im ţ i tor  domeniu l ind ic i lor  tabloulu i T  ş i  dec i ,  
d imens iunea acestu ia.  Ex istă  totuş i  o  problemă .  Când mU >)(card  (cazul ce l mai  
f recvent)  es te c lar  că  două  chei  difer i te se pot  d ispersa în aceeaş i  loca ţ ie,  

  )()(h 21 khk =  pentru 21 kk ≠ ,  

ad ică  are loc o col iziune .  
 

1.5.3. Rezolvarea coliziunilor prin înlănţuire 

 Presupunem că  mai multe chei se d ispersează  în aceeaş i  loca ţ ie de indice j ,  
10 −≤≤ mj .  Putem rezolva această  problemă  fo los ind tabele de d ispers ie cu 

în lăn ţuire .  Pentru as tfe l de tabele loca ţ ia ][T j  va con ţ ine un indicator spre capul 
unei l is te în lăn ţuite care con ţ ine toate e lementele ce se d ispersează  în  loca ţ ia j .  
Dacă  nu ex istă  astfe l de e lemente atunci Nullj =][T .  Opera ţ i i le  de cautare, 
inserare ş i  ş tergere vor f i  urmă taore le. 
 
funct ion  Cauta(T, x )  :  întoarce t rue sau  fa lse 

 Caută  e lementul x  în l is ta  ))](([T xcheieh  ş i  întoarce true sau fa lse  

end_func 

 

procedure Insert (T,x )  

 Inserează  e lementul x  în l is ta ))](([T xcheieh  

end_proc  
 
procedure Ş terg(T,x )  

 Ş terege e lementul  x d in l is ta ))](([T xcheieh  

end_proc 

 

1.5.4. Rezolvarea coliziunilor prin adresare deschisă  

 Pr in adresare deschisă  toate e lementele sunt  memorate în inter ioru l  tabele i de 
d ispers ie. Pr in urmare, f iecare loca ţ ie d in tabela de dispers ie con ţ ine f ie un 
e lement Mx ∈  f ie o valoare Nul l .  
Pentru a real iza inserarea fo los ind adresarea deschisă  se examinează  succes iv 
loca ţ i i le tabelei până  se găseş te o loca ţ ie l iberă .  Ş i ru l  pozi ţ i i lor  ver i f icate nu este în 
ord inea 0,1, . . .m-1 .  Acest  ş i r  depinde de cheia asoc iată  e lementului  ce se 
inserează .  Func ţ ia de d ispers ie va depinde de această  cheie ş i  de pozi ţ ia curentă  
d in tabelă ,  



 { } { }.1-0,1,...m1-0,1,...mU:h →×  

În cadrul adresăr i i  deschise, pentru o cheie Uk ∈  secven ţa de ver i f icare este 
)1,(),...,1,(),0,( −mkhkhkh .  Opera ţ i i le caută  ş i  inserează   sunt urmă toare le. 

 
   funct ion  Cauta(T,x )  :  întoarce o valoare între 0 ş i  m-1 dacă  e lementul  x a 
fos t găsi t  ş i  -1  în caz contrar  

   cheie(x);k ←  

   0;i ←  

   repeat  

    i);h(k,j ←  

    i f  ( xT[j] = )  then   

     return  j ;  

    else  1;ii +←  

    end if  

   unti l  ( i  = m  or  NullT[j] = ) ;  

   return  -1 ;  
  end func  
 
 

  funct ion  Insereaza(T,x )  :  în toarce true sau false după  cum opera ţ ia a reuş i t  
sau nu  

   cheie(x);k ←  

   0;i ←  

   while ( I  <  m)  

    i);h(k,j ←  

    i f  ( ST[j] =  or  NullT[j] = )  then   

     xT[j] =  

     return  t rue 

    else  1;ii +←  

    end if  

   end while ;  
   return  fa lse ;  
  end func  
 
În tr-o tabelă  de dispers ie cu adresare deschisă  opera ţ ia de ş tergere es te mai  
deosebi tă .  Când ş tergem un e lement din loca ţ ia i  nu se poate marca această  
loca ţ ie  ca f i ind l iberă  fo los ind valoarea Nul l .  Aceasta ar da peste cap căutarea unui  
e lement x  a căru i inserare anter ioară  a găs it  loca ţ ia i  ocupată .  De aceea vom 
marca loca ţ ia care se ş terge pr intr-o valoare S .  
 

 funct ion  Sterge(T,x )  :  întoarce o valoare între 0 ş i  m-1 dacă  elementul a fos t 
găs i t  ş i  ş ters ş i  -1  în caz contrar  

   cheie(x);k ←  

   0;i ←  

   repeat  



    i);h(k,j ←  

    i f  ( xT[j] = )  then   

     ST[j] = ;  

     return  j ;  

    else  1;ii +←  

    end if  

   unti l  ( i  = m  or  NullT[j] = ) ;  

   return  -1 ;  
  end func  
 

1.5.4.1. Exemple de funcţii de dispersie 

 Major i ta tea func ţ i i lor  de d ispers ie presupun universul chei lor  d in mul ţ imea NU ⊂ .  

 
Metoda d iv iză r i i  

Fie tabela 1]-T[0..m  ş i  Uk ∈  o cheie.  Atunc i ,  

mkk mod)(h =  

În acest caz se indică  Npm p ∈≠ ,2 .  În general se a lege m  număr  pr im care este 
apropiat de o putere a lu i  2 .  
 
Metoda înmul ţ i r i i  

Fie 10 << A .  Pentru Uk ∈  def in im 

  )()(h kAkAmk −⋅= .  

Un exemplu de a legere a valor i i  A este 2/)15( −=A .  

 
Dispers ia dublă  

mkhik mod))()(h(i)h(k, 21 ⋅+= ,  

unde 1h  ş i  2h  sunt  două  func ţ i i  de d ispers ie auxi l iare 

mkk mod)(h1 =  

)mod(1)(h '
2 mkk +=  iar  m<'m .  

Pozi ţ ia  de plecare este (k)]T[h1 .  

 

Dacă  'h  este o func ţ ie  de d ispers ie auxi l iară  se pot  ut i l iza 
 
Ver if icarea l in iară  

mik mod))(h(i)h(k, ' ⋅+=  

sau 
 
Ver if icarea pă t ra t ică  

micick mod))(h(i)h(k, 2
21

' +⋅+= ,  unde 0,c 21 ≠c  sunt două  constante. 

 

1.6. STRUCTURI DE DATE PE MULŢIMI DISJUNCTE 

 



 O structură  de date pentru mul ţ im i d is juncte memorează  o colec ţ ie { }  , ... , ,     21 nSSSS =  

de mul ţ im i  d is juncte d inamice. 

 Fiecare mul ţ ime este ident i f icată  pr intr-un reprezentant care este unul d intre 

e lementele mul ţ im i i .  În anumite apl ica ţ i i ,  nu are importan ţă  care membru este  

folos it  ca reprezentant;  impor tant es te ca atunci  când cerem reprezentantu l unei 

mul ţ im i de mai mul te or i ,  să  pr im im acelaş i  rezul tat .  În a l te  apl ica ţ i i ,  reprezentantu l  

este a les cel mai mic sau cel mai mare e lement d in mul ţ ime (dacă  e lementele pot f i  

ordonate).  

 Fie x  un obiect care poate f i  e lementul unei mul ţ im i.  

 Def in im opera ţ i i le:  

   • Formează_Mulţime ( )x : creează o nouă mulţime cu un singur 

element, x . Aceasta va fi şi 

reprezentantul mulţimii. Este necesar 

ca x  să nu fie deja într-o altă mulţime 

(mulţimile sunt disjuncte). 

   • Reuneşte ( )yx  , : reuneşte mulţimile dinamice xS  şi yS  

care conţin pe x  şi respectiv pe y . 

Evident, xS  şi yS  sunt disjuncte. 

Reprezentantul noii mulţimi xS  ∪  yS  

poate fi oricare element al acesteia, 

dar, în practică, se alege sau 

reprezentantul lui xS  sau cel al lui yS .  

După formarea lui xS  ∪  yS  se şterg 

mulţimile xS  şi yS  din colecţie. 

   • Găseşte_Mulţime ( )x : returnează reprezentantul unic al 

mulţimii care îl conţine pe x . 

 

1.6.1. Reprezentarea mulţ imilor disjuncte prin l iste înlănţuite 

 L iste le înlăn ţuite reprezintă  o modal i ta te s implă  de a reprezenta structura 

mul ţ im i lor  d is juncte. Reprezentantul unei mul ţ im i se cons ideră  a f i  pr imul obiec t d in 

l is ta corespunză toare mul ţ im i i .  

 Un obiec t d in l is tă  con ţ ine un element al  mul ţ im i i ,  o refer in ţă  (pointer )  că t re 

urmă toru l e lement  d in l is tă  ş i  o  refer in ţă  că t re reprezentantu l mul ţ im i i .  

 

cS

 

 



dS

 

 

cd SS ∪ d a b c e f

 

  

 Opera ţ i i le  Formează_Mul ţ ime ş i  Găseş te_Mul ţ ime neces ită  t impul ( )1 O .   

 O secven ţă  de m  opera ţ i i  Formează_Mul ţ ime, Găseş te_Mul ţ ime ş i  Reuneş te ,  

d intre care )( mnn <  sunt opera ţ i i  Formează_Mul ţ ime (sau Găseş te_Mul ţ ime),  se 

execută  în t impul ( )nnm  lg       +θ .  

 Apl ica ţ ie a mul ţ imi lor  d is juncte   este determinarea componente lor conexe a le unui  

graf  neor ientat .  

 

 Pentru grafu l neor ientat [ ] [ ]( )     ,         GEGVG = ,  f ie [ ]   GV  mul ţ imea vâr fur i lor ,  iar  [ ]   GE  

mul ţ imea muchi i lor .  

 procedure Componente_Conexe  ( )G  

   for  [ ]       GVv ∈  do  

    Formează_Mul ţ ime  ( )v  

   next   v  

   for  ( ) ( )GEvu       , ∈  do  

       i f  Găseş te_Mul ţ ime ( )u  ≠  Găseş te_Mul ţ ime ( )v  then  

             Reuneş te  ( )vu  ,  

      end if  

   next  ( )  , vu  

end_procedure 

  



 După  ce subprogramul Componente_Conexe a fos t executat ca un pas de 

preprocesare, procedura Aceeaş i_Componentă  răspunde la întrebarea dacă  două  

vârfur i  sunt  în aceeaş i  componentă  conexă .  

 funct ion  Aceeaş i_Componentă  ( )vu  ,  

  i f  Găseş te_Mul ţ ime ( )u  = Găseş te_Mul ţ ime ( )v  

    then  return  t rue 

    else return  fa lse 

  end if  

  end_funct ion 

  

 Atunc i când vârfur i le grafu lu i  sunt stat ice −  nu se schimbă  în  t imp −  componente le 

conexe pot  f i  determinate într-un t imp mai mic pr in a lgor i tmul de căutare rapidă .  

 Ex istă  o s i tua ţ ie când muchi i le sunt adăugate d inamic ş i  este necesar să  

men ţ inem componente le conexe pe măsură  ce se adaugă  o nouă  muchie. 

Implementarea cu s tructur i  mul ţ im i d is juncte reprezentate cu l is te d inamice este 

mult  mai ef ic ientă  în  acest  caz.  

 

 



 


