1. PROIECTAREA ALGORITMILOR

1.1.METODA BACKTRACKING

Este una dintre cele mai cunoscute metode de elaborare a
algoritmilor. Ea se aplica acelor probleme in care solutia se
poate reprezenta sub forma unui vector x=(xys,. . . , Xp)eAsx. .

xA,, unde A;, i=Ln sunt finite (|A]=ni, i=1n). in plus, pentru

fiecare problema in parte este necesar ca solutia xs,...,xn sa
satisfaca anumite conditii interne p(xs, . . ., Xn).

Multimea A=A:;x. . .xA, este spatiul solutiilor posibile.
Elementele xe A care satisfac conditiile interne se numesc solutii
rezultat. Ne propunem determinarea tuturor solutiilor rezultat,
eventual pentru a alege dintre ele pe cea care minimizeaza sau
maximizeaza o functie obiectiv.

Metoda Backtracking evitd generarea tuturor solutiilor posibile
(toate elementele produsului cartezian Aix...xA,). Elementului

Xke Ak, k=1,_n i se atribuie o valoare dupa ce au fost atribuite

valori pentru componentele x1eAy,..., xk-1€ Ak-1. Metoda trece la
atribuirea unei valori pentru xkx.1€Ak.7 doar daca xx impreuna cu
X1,...,Xk-1 verifica conditiile de continuare, notate p«(x1,...,Xk).
Daca conditiile pk(x1,...,xx) sunt indeplinite se trece la atribuirea
unei valori pentru elementul xx.1€Ak.1 al solutiei. Neindeplinirea
conditiilor exprima faptul ca oricum am alege Xk.1€Ak+1,...,Xn€An
nu vom putea ajunge la o solutie rezultat Tn care conditiile
interne sa fie indeplinite. In acest ultim caz va trebui s& facem o
alta alegere pentru xx, iar acest lucru este posibil doar daca nu
am epuizat toate valorile posibile din multimea Ax. Daca
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multimea Ak a fost epuizata va trebui sa micsoram pe k, kek-1
si sa trecem la alegerea unei alte valori pentru elementul
Xg-1 € Ag-p -

Algoritmul Backtracking este urmatorul.

Intrare: - multimile A4,...,An

-conditia interna p (x,...x,) pentru solutia

(X[ X, ) E A XA, , €Xprimata prin p;(x,....x,) , i=1n, conditiile de la
pasul i.
legire: solutiile rezultat (x1, . . ., Xn).

procedure posibil (x,k;v)
x:vect. Solutiilor rezultat x=(x1,...,Xn)

k: pasul curent, care semnifica cautarea unei noi valori
ae Ak care va fi atribuita componentei xx a solutiei.

v: variabila booleana cu semnificatia v= true & (3 acA«
neatribuita pentru xx si px(x1,...,Xk-1,a)= true) si false < caz
contrar

w: variabila booleana auxiliara.
repeat
've(,3 ae Ak neatribuitd inca pentru x¢”);
wetrue
if vthen
Zxkea
if not pk(x1,...,xx) then wefalse end_if
end_if

until (not v) or (v and w)
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ve(v and w)

end_proc

function este_sol (k):boolean
if (k=n) then return true
else return false
end_if

end_function
Partea principala a algoritmului este

ke=1; X2 0l initial $1 Ok initial Ak
while (k>0)
posibil (x, k v)
if not vthen k«k-1
else
if este_sol (k) then tipareste (x1,...,Xn)
else
ke—k+1; Xk 0l initial, Ok initial® Ak
end_if
end_if

end_while

Un caz particular al problemelor backtracking este acela in

care multimile A;, i=1,n contin elemente aflate in progresie
aritmetica. Astfel, pentru multimea A; notam:
air: primul element

hj: ratia
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bi: ultimul element

In acest caz algoritmul se modifica dupa cum urmeaza:
Instructiunea etichetatd cu 1 devine ve(xk<bx)
Instructiunea etichetatd cu 2 devine Xxxexk+hx

Instructiunea etichetatd cu 3 devine xx¢axis-hx

1.1.1. Exemple de probleme backtracking

Exemplul 1: Problema colorarii hartilor
Sa se coloreze o harta reprezentadnd n tari folosind m culori
etichetate 1,...,m.

Rezolvare: Datele necesare pentru descrierea hartii vor fi
reprezentate de o matrice Asxn cu semnificatia
ajj= 1, daca tara i are frontiera comuna cu tara j

aii=0, Tn caz contrar

Fie C={cy,...,cm} multimea culorilor cu c;=v, v=1l,m.

Vectorul solutiei rezultat x=(x1,...,xn)eCx...xC (de n ori), are

semnificatia: tara i are repartizata culoarea x;eC, i=1,n. Initial,
fiecarei tari i se va atribui culoarea 0«C.

La pasul k incercam sa atribuim o noua culoare (xx+1) pentru

tara k (k=1,n ), daca sunt indeplinite conditiile:
1. xx<m & se mai pot gasi alte culori pentru tara k.
2. Vi, 1<i<k cu ajx=1 avem x;zxx+1

Daca conditiile 1 si 2 sunt indeplinite, atunci noua culoare
pentru tara k va fi xx+1 si se poate trece la stabilirea unei noi
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culori pentru tara k+1. Astfel, tarii kK nu i se mai poate atribui
alta culoare si ne intoarcem la alegerea unei noi culori pentru
tara k-1. Algoritmul se termina c'nd nu se mai poate atribui
culoare pentru tara 7.

Exemplul 2: Problema damelor

Pe o tabla de sah cu nxn patrate, sa se aseze n dame asa
incat sa nu se atace reciproc.

Rezolvare: Dacd vom considera matricea A=(a;;)i; Ij=1n
care sa reprezinte tabla de sah si doua dame in pozitiile aj; si
ax;, atunci cele doua dame se ataca reciproc daca i=k sau j=/
sau /i-k/=/j-1].

Din prima relatie deducem faptul ca fiecare dama trebuie sa fie
asezatd pe o linie separata. In continuare vom avea grija sa nu
fie indeplinite celelalte doua relatii.

Notam M={1,...,n} multimea celor n coloane ale tablei de sah.
Vectorul solutiei rezultat x=(xy,...,xn)e Mx...xM (unde produsul
este de n ori) are semnificatia: componenta /7 a vectorului

(i=1,n) reprezintd linia i de pe tabla de sah. Valoarea x; a
acestei componente reprezinta coloana in care se aseaza dama
de pe linia i.

Initial, toate damele sunt in afara tablei de sah, deci x;=0,

i=l,n.

La pasul kK vom fincerca asezarea damei k pe linia k si in
coloana x/kj+1. Initial, dama k este in afara tablei (x/k/=0zM).
In general, vom putea aseza dama intr-o altd coloana daca
vechea pozitie satisfaee conditia xxk<n. De fiecare data noua
pozitie va trebui sa safisfaca cond. interne px:

Vi, 1<i<k avem_ x;#(xx+1) (nu sunt pe aceeasi coloana),
Si
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Ji-k/#/xi-(xk+1)] (nu sunt pe diagonala)

Daca xx<n si px sunt adevarate, dama de pe linia k se aseaza
in coloana xx+1 si se trece la asezarea damei k+1. Astfel, dama
k nu poate fi asezata pe tabla si va trebui sa reluam asezarea
damei k-1. Algoritmul se termind cand dama 7 nu mai poate fi
asezata pe tabla (se incearca asezarea damei in coloana 0).

Exemplul 3:Problema comis-voiajorului

Un comis-voiajor trebuie sa viziteze n orase etichetate 1,...,n.
Va pleca din orasul 7 si se va intoarce tot in 1, trecand prin
fiecare oras (in afara de orasul 1, celelalte orase trebuie vizitate
0 singura data). Cunoscéand legaturile existente intre orase, sa
se tipareasca toate drumurile posibile.

Rezolvare: Datele referitoare la drumurile dintre orase vor fi
reprezentate intr-o matrice Anxn Cu:

aij=1, exista drum direct Tntre orasul i si orasul j
aji=0 , caz contrar
Multimea oraselor o notam cu N={1,2,...,n}.

Vectorul solutiilor rezultat va fi x=(x+, ... , Xn, Xn+1) CU

Xi1=xn.1=1 i cu semnificatia: pe pozitia i (i=1,n+1) se viziteaza
orasul x;eN.
La pasul k (2<k<n) se incearca vizitarea orasului x/k/+1 daca:
1<x/kj<n (initial x/k]=1) Si
a[x[k-1],{[k]+1]=1 (pentru k=n trebuie si a/1, x/kj+1]=1)
In plus trebuie sa fie satisfacute conditiile interne:
Pk Vi, 1<i<k ; Xk#Xi

Daca toate conditiile sunt indepliniteatunci x/kj<x/kj+1 si se
poate trece la vizitarea orasului k+1.

6
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In caz contrar cu orasul de pe pozitia xx nu ajungem la o
solutie rezultat si va trebui sa ne intoarcem la o alta alegere
pentru orasul de pe pozitia k-1.

Exemplul 4: Sa se descompuna numarul natural n 1in toate

modurile posibile ca suma de p numere diferite (p<n).
Rezolvare: Vectorul solutiilor rezultat este x=(xs, ..., Xp),
)4

Xi=n.

i=1

Observatie:

1. Cel mai mare numar ce poate fi atribuit componentelor x;,

i= l,p este n-p+1, pentru ca n=n-p+1+(1+1+...+1) unde suma
din paranteza este de p-1 ori.

2. Trebuie sa evitam determinarea unor solutii care se
deosebesc intre ele doar prin pozitia numerelor din
descompunere, ex.

5-2+3, 5=3+2, 5=1+4, 5=4+1

Pentru aceasta vom genera pe pozitia k (k=1, p) doar valori x
care satisfac: ksxx<n-p+1
Astfel va obtine solutii in care componentele sunt in ordine

crescatoare.

Fie Nk=fk, ..., n-p+1}, k=1,p
Atunci x=(x1,...,xp)e NixN2ax...xNp. Initial xxk=k-1, k=ﬁ

La pasul k (k=ﬁ), valoarea de pe pozitia k este xx. Vom
putea schimba acea valoare cu xx+71 doar daca
(1) k-1<xk<n-p+1 < F ae Nk neatribuitdainca lui xx
(2) px: Vi, 1<i<k, xi#xk+1
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Daca (1) si (2) sunt adevarate atunci xk«xxk+1 si se trece la
pozitia k+1. Altfel, orice valoare pentru xx nu ne va conduce la o
solutie rezultat si va trebui sa ne intoarcem la atribuirea unei
alte valori pentru pozitia k-1.

Algoritmul se fincheie cand epuizam toate valorile pentru
pozitia k=1.

1.2.METODA DIVIDE-ET-IMPERA

Strategia acestei metode este urmatoarea:

1. Imparte instanta problemei fintr-una sau mai multe

instante mai mici.

2. Rezolva fiecare instanta mai mica. Daca o instanta mai
mica nu este suficient de mica pentru a putea fi rezolvata,
atunci utilizeaza recursia pentru a face aceasta.

3. Determind solutia problemei initiale prin combinarea
solutiei la subprobleme.

Un caz particular este descris de urmatoarea diagrama.

Problema de
dimensiune n

Subproblema 1 de dimensiune n/2 Subproblema 2 de dimensiune n/2

Solutia problemei initiale
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Altfel spus, fie vectorul A ={q.....a,} reprezentand o multime

ale carei elemente trebuie prelucrate conform unei anumite
probleme. Presupunem ca pentru Vp,qe {l,....n} indici cu p<gq,

3 me {p.p+l...q} astfel incat prelucrarea secventei {ap,....,aq}
se poate face prelucrédnd separat secventele {ap,ap+1,....,am} Si
{am+1,....,aq } Apoi, combinadnd solutiile se determina solutia
pentru cazul secventei {ap,....,aq }

Algoritmul este urmatorul.

procedure divide_et_impera (p, q, @)
p.q : indici din multimea {L,....n}, p<gq
o : solutia problemei la pasul curent

prel(p. . @): procedura care obtine solutia problemei pentru
submultimea {ap, ... , aq}

imparte (p, g, m): procedura care determina indicele p<m<gq
necesar pentru impartirea problemei

combina (B, y, @): combin& solutiile B si y obtinand solutia «.

if (j—p < eps) then prel(p, ¢, @)

else
fmparte (p, g, m)
divide_et_impera (p, m, j3)
divide_et_impera (m+1, q, y)
combina (B, 7. a)

end_if

end_proc

Cazul general este de a Tmparti problema de dimensiune n in a

instante de dimensiune % si avand nevoie de un timp f(n)
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pentru operatiile de impartire si de combinare a solutiilor de la
subprobleme.

Dacad notdm cu T (n) timpul necesar problemei de dimensiune
n, formula generald de recurenta pentru metoda Divide-et-
Impera este:

T(n)=a- T[gjﬂf(n)

unde f(n)=fp(n)+f-(n), si unde f, este timpul necesar pentru
impartirea in subprobleme iar f- este timpul necesar pentru

interclasare. Putem considera c& in general avem f (n)e O (n")

Exemplu: Cautarea binard: a=1, b=2, f()=1<0(). Deci

T(n):T(gj+O(l).

1.2.1. Exemple de probleme Divide-et-Impera

1.2.1.1. Problema turnurilor din Hanoi

Se dau 3 tije numerotate 1, 2, 3 si n discuri perforate si de
dimensiuni diferite. Initial toate discurile sunt asezate pe tija 1
in ordinea descrescatoare a diametrelor considerand sensul de
la baza tijei spre varful ei. Sa se mute toate discurile pe tija 2 in
aceeasi ordine, folosind tija 3 ca tija intermediara si respectand
urmatoarele reguli:

— la fiecare pas, se muta un singur disc din varful unei tije;

— pe fiecare tija, la orice pas, deasupra oricarui disc, exista
numai discuri de diametre mai mici.

Rezolvare Simbolizam mutarea unui disc de pe tija i pe tija j,
unde i,j e {1,2,3} prin perechea (i,j), i#j.

Cazul n=1:

10
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>(,2)
N 0

T T T3

Cazul n=2: necesita trei pasi.

P1 : se muta discul Dy de pe tija T; pe tija Ts;
P2 : se muta discul D; de pe tija Ty pe tija T2
P3 : se muta discul D, de pe tija T3 pe tija Te.

Cazul n=3:

P1 (Cazn=2)

e e AN s e AU A

l — — | 2

T n 7

P2

Observam ca se poate face abstractie initial de discul D, si se
mutda n=2 discuri (D, si D;) de pe T; pe Ty folosind ca tija
intermediara, tija k=6-1-3=2. Revenim la discul D; mutandu-I
pe tija 7,. In final, se procedeazd din nou ca in cazul n=2
pentru discurile D, si D;, mutandu-le de aceasta data de pe tija
T; pe tija T, si utilizdnd ca tija intermediara tija k=6-3-2=1.
Dacd notdm cu H(ni,j) sirul mutarilor necesare la pasul n

(mutarea de pe tija i pe tija i) atunci
(i,j) daca n=1

H\n, i, j)= ,unde k=n-i-j.

(i, j) {H(n—l, i, k), G j) H(i-1k j) dacgn>1" " e

11
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Dacd notam cu H (1) numéarul de mutéri efectuate, atunci:
H(n)=H@n-1)+1+H(n-1)=2H (n-1)+1 =

(n—
=2-2-H(n-2)+1)+1=2-2-(2-H (n=3)+1)+1)+1=.......
=285 (n—i) + lz_:lzf

Pentru i=n avem S(0)=0 Si Say=1.
Deci H (n)=2"-Sp)+2"-1=2"-1.

Complexitatea este 0( ”)

1.2.1.2. Sortare prin interclasare

procedure MergeSort (A/ J, temp/ ], left, right)
Intrare: tabloul A[0...n] care va fi sortat crescator

tabloul remp|0...n] ajutator

left, right — indici in tablouri
lesire: tabloul A sortat.
begin
if (right > left) then
mid « (right + left) / 2
MergeSort (A, temp, left, mid)
MergeSort (A, temp, mid + 1, right)
Merge (A, temp, left, mid + 1, right)
end_if
end
end_proc

procedure Merge (A/ /, temp/ ], left, mid, right)
Intrare / lesire: tabloul A cu elementele interclasate intre

partile left

12
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si right
Intrare: tabloul ajutator temp] ]
left, mid, right — indici in A
begin
left_end « mid - 1
tmp_pas « left
nr_elem « right — left + 1
while ((left < left_end) and (mid < right)) do
if (A [left] £ A [mid]) then
temp[tmp_pas] « Afleft]
tmp_pas <« tmp_pas + 1
left « left + 1
else
temp[tmp_pas] « A[mid]
tmp_pas « tmp_pas + 1
mid <« mid + 1
end_if
end_while
while (left < left_end) do
temp[tmp_pas] « A[left]
left « left + 1

tmp_pas « tmp_pas + 1
end_while

while (mid < right) do
temp [tmp_pas] « A[mid]
mid < mid + 1

tmp_pas « tmp_pas + 1
end_while

for i=0 to nr_elem do
Alright] « temp [right];
right « right — 1
end_proc

13
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Observatii:

1. Algoritmul necesitd o memorie externa — tablou temporar -
pentru a memora datele interclasate.

2. Algoritmul necesitad si actiuni suplimentare de copiere din
tabloul temporar in tabloul initial.

Teorema Master: Fie a>1, b>1 constante intregi. Fie f(n) o
functie cu f(n)e O(n") si fie T(n): N ,—>R (sau N) definitd prin
recurenta T (n) = aT(%) + f(n).
Atunci T (n) poate fi delimitatd asimptotic dupad cum urmeaza:
1. Daca a > b, atunci T(n)e O(nl"gg )

2. Dacd a=b*, atunci T(n)e O(n"logn).

3. Dacéd a < b*, atunci T(n)e O(nk).

Vom aplica teorema master pentru a calcula complexitatea
algoritmului de sortare prin interclasare.

Complexitatea fimpéartirii  problemei este  fp(n)eo(l) iar
complexitatea interclasarii este 0(n). Rezultd f(n)e O(n).

Deci k=1.

Numarul de subprobleme este a=2.

Dimensiunea tablourilor corespunzatoare subproblemelor este

H sau H = b=2.
2 2
Formula de recurentd este T(n):TU%U+T[EB+O(n), jar daca

n=2" avem T(n):2T(§)+O(n). Din a=2, b=2, k=1 rezulta

T(n)e O(n log n)

14
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1.3.METODA GREEDY

Aceasta metoda se aplica problemelor in care se da o multime
A cu n elemente si se cere sa se determine o submultime Bc A

care sa findeplineasca anumite conditii pentru a putea fi
acceptata. Este posibil ca sa existe mai multe multimi
acceptabile (solutii posibile). De aceea se mai furnizeaza si un
criteriu prin care, dintre solutiile posibile, se alege una singura
numita solutie optima.

Solutiile posibile au proprietatea: dacd B este solutie posibila
si CcB, atunci si C este solutie posibila. Prin definitie, ® este
solutie posibila.

1.3.1. Algoritmul Greedy - 1
Intrare: multimea A, |A|=n.
lesire: multimea B - solutia optima.
Alege (A,i,x): alege la pasul i din multimea A, elementul

x. Alegerea se face conform unui criteriu care, in final sa
conduca la solutia optima.

Posibil (B,x,v): furnizeaza in v e {wrue, false} rdspunsul la

intrebarea: , B U {x} este sau nu solutie posibila ? ~
Adaug (x,B): adaugé la B elementul x, BB U {x}.
B« o
for i=11to n do
Alege (A,i,x)
Posibil (B,x,v)

15
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if (v) then Adaug (x,B)
end_if

next /

in aceasta versiune, criteriul de alegere este aplicat la fiecare
pas. Algoritmul poate suferi o modificare. Vom ordona
elementele multimii A conform criteriului de alegere stabilit.
Urmeaza ca apoi elementele din A sa fie extirase in aceasta
ordine.

1.3.2. Algoritmul Greedy - 2
Intrare: multimea A, |A|=n.
lesire: multimea B- solutie optima.

Perm (A): permuta elementele lui A ordonandu-le conform
criteriului de alegere stabilit.

Posibil (B,x,v) si Adaug (x,B) sunt aceleasi ca la algoritmul
precedent.
B« @ ; perm (A)
for i=11to n do

Posibil (B,q;,v)
if (v) then Adaug (ai,B)

end_if

next /

16
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1.3.3. Exemple de probleme Greedy

1.3.3.1. Memorarea textelor pe benzi

a) Fiind date n texte de lungimi diferite L,....,L, sa se

n
inmagazineze aceste texte pe o banda suficient de lunga.
Stiindu-se ca citirea textului k se face dupa citirea textelor
L,....,k—1 sa se aseze aceste texte asa incat timpul de citire
pentru fiecare din ele sa fie minim.

Rezolvare: Fie o pozitionare a textelor pe banda data de
permutarea p(,2.....n) = (p;.....p,) in care textul k apare al

pr—lea.

in general, citirea unui text de lungime I, necesita un timp
direct proportional cu L, : T, ~L;.

Atunci citirea textului k, care se afla pe pozitia p;, se va

k
face dupa textele py,...,py _ si va avea timpul Z Lp; .
i=1

Timpul mediu de regasire a unui text va fi:

% DI =% i(n—k+l) L,

k=1 i=1 k=1

Consideram functia: p (p) = Z(n—k+l) L,. unde p este
k=1

permutare pentru {l,...n} si sa determinam permutarea p care

minimizeaza aceasta functie.
Criteriul de alegere: Daca am ales textele pj,...py_ $i

le—am asezat pe banda in aceasta ordine, atunci cea mai buna

17
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alegere pentru textul p, va fi textul cel mai scurt dintre textele

{1.2,....0}\{p1, P2, Pr—1} - Astfel suntem condusi la alegerea textelor

in ordinea crescatoare a lungimilor lor.

Propozitie. Fie p=(,2,...,n) o permutare datd de ordinea
crescadtoare L;<1,<..<L,. Atunci pozitionarea in aceastd ordine
este optima.

Demonstratie: Fie p=(p,....p,) © pozitionare optima.
Presupunem, prin absurd, ca 3i<j astfel incat LyzLy. Fie p’
obtinuta din p schimband p, cu p;. Cele doua permutari difera

doar cu doua pozitii. Atunci:
p(P’) —,O(p) = (n_i+1)(ij _Lpi) + (n_j+l)(Lpi _ij):
=(j-i)L, -L,)<0

Rezulta p(p)<p(p), dar p(p) este minima. Rezults
p(p)=p(p). Deci p’ este pozitionare optima.

Aplicand acest rationament de mai multe ori, trecem din
permutare in permutare pana ajungem la permutarea identica
p=(,2,..,n) datéd de L <I,<..<L,.

Rezolvare practica: Un tablou de siruri de caractere care se va
ordona crescator.

b) Cele n texte se vor aseza pe m benzi.

Rezolvare: Pozitionarea celor n texte pe m benzi va
corespunde unei partitii a multimii {l,...n}=R U ..U P,, iar

timpul mediu de regasire a unui text pe una din benzi este:

18
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m m
Zp(Pk). Vom lua p (P) = Zp(Pk), P=R U..UP,. Dorim
k=1 k=1

1
m
s& gasim partitia P care minimizeaza p (P).

Criteriu de alegere: Presupunem ca am pozitionat k-1 texte.

Vom alege din cele n—k+1 texte ramase pe cel mai scurt. Il vom
aseza pe banda cea mai libera.

Vom considera textele in ordinea crescatoare a lungimilor
L<..<L, si vom aseza textul i pe banda mod (i—1,m)+1 in
continuarea celor deja aflate pe aceasta banda. Rezulta ca pe
aceasta banda vor fi asezate textele i+m, i+2m,..., in total

mod (n—i,m)+1 texte.

Propozitie. Fie textele ordonate crescédtor Li<...<L,. Asezarea

textului i pe banda mod (i—1,m)+1, i=l,n este o pozitionare
optima.
Demonstratie: AplicAnd metoda de mai sus rezulta ca pe

fiecare banda textele sunt asezate in ordine crescatoare (cele
mai lungi m texte vor fi ultimele pe cele m benzi).

Fie u;= numarul de texte ce urmeaza textului i pe banda unde
acesta se afla. Fie P o partitionare optima.

Daca n>m atunci nici o banda nu este goala (am putea muta
un text de pe o banda cu minim doua texte pe banda goala si am
obtine o partitionare P* mai buna decat P).

in conditia n=2m cele mai lungi m texte apar pe ultima pozitie
de pe cele m benzi. Valoarea n corespunzatoare lor este 0. Sa

dovedim acest lucru. Presupunem prin absurd ca exista un text
i, ultimul pe o banda si mai exista pe o alta banda textele j si

k (ultimele Tn aceasta ordine) astfel incat: L;<L; si L; <L, (unde
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Li<ly) & L<L; si 4;=0 dar u;=0. Schimband textele i si
intre ele am obtine o partitionare P’ strict mai buna decat P,
contrazicand ipoteza.

Deci cele mai lungi m texte au u=0. Urmatoarele m texte ca

lungime vor avea u=1. In general, textul i din ordinea L <..<L,

va avea u; = mod (n—i, m).

Rezolvare practica: Cele m benzi vor fi m linii ale unui tablou
bidimensional de siruri de caractere (string-uri).

1.3.3.2. Problema rucsacului

Cu ajutorul unui rucsac Tn care se poate fincarca greutatea
maxima G, trebuie transportate obiectele O0,,...,0,. Obiectul i

are greutatea g; si pentru transportul lui Tn Tntregime se céastiga

¢ (i = E) Sa se determine ce obiecte trebuie transportate pentru

a se realiza céastigul maxim.

Rezolvare: Se disting doua cazuri:
1. Cazul continuu: Putem lua din obiectul i orice parte
xelo.1].
2. Cazul discret: Orice obiect i poate fi incarcat doar in
intregime sau deloc, x;e{0,1}.
Fie x=(x.....x,) vectorul solutie in ambele cazuri. Solutia optima

va trebui sa satisfaca:

n
Cazul continuu: z 8ixi =G
i=1

si
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n
Cazul discret : z 8ix; <G
i=1
in ambele cazuri solutia optima trebuie sid maximizeze
functia de céstig:

n

f (%)= Z Ci¥;

i=1
Pentru a ajunge la solutia optima vom considera in ambele
cazuri obiectele in ordinea descrescatoare a castigurilor unitare

¢ . —
-~ i=1Ln.

8i

Studiem pe rand cele doua cazuri.

Cazul continuu

. C C Cc . a o
Presupunem ordinea —L>-23>..>-2 si vom fincerca sé&

81 82 8n
incarcam pe cat posibil obiectele in fintregime, Tn ordinea
considerata, pana cand ajungem la greutatea G. Vectorul

x=(x,....x,) este solutie posibila dacid xel01], i=Ln;
n
Zgix[SG. Solutia posibila este optimd daca maximizeaza
i=1

functia de castig (1).
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procedure Rucsac (n.G, g.c,x,C)
n: numarul de obiecte; G: greutatea maxima ce poate fi
dusa Tn rucsac;

g array [1...n] - vectorul greutatilor obiectelor;

c¢:array [1...n] - vectorul castigurilor corespunzatoare
fiecarui obiect;

x:array [1...n] - vectorul solutiei optime;

C: céastigul total.

C«0,i=1

while (G>0) and (i<n) do

if g,<G then

x<1, GG-g;, C<CHg;, i<i+l

else

x,w—g, G0
8i

for j=i+1 to n do x; <0
next j

end_if

end_while
end_proc

Observam ca Tn urma procedurii Rucsac vectorul solutie
este x:(l,....,l,xj,o,...,o), unde I<j<n, j-unic si x;=(0.1]. Avem

n
z gix; =G . Ne propunem sa aratam ca x este solutie optima.
i=1
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n
Demonstratie. Fie y=(y;,....y,) solutia optima o ZgixizG si
izl

presupunem y=#x. Atunci, fie k<n cel mai mic indice, astfel

ncat y, #x; (yi:xi, i=1 k-1, y ¢xk). Pornind de la solutia y vom
construi o nou& solutie optima ) cu proprietatea y;, =x,, i=1n.
Repetand procedeul pana cand k=n vom ajunge la o solutie
optima care coincide cu x.

Observatii:

n
1. k<j. Daca presupunem k>j, atunci Zg[xpG
i=1

n n
(z 8% > z gix;=G) si y nu ar mai fi solutia posibila.

i=1 i=1

2. y,<Xx,.Cand k>j, avem x;=1 i y,zx = y<l=x.
n n
Cand k=j, putem presupune y,>x;, = z giyi > Z gix; >G (fals).
i=1 i=1
Deciy, <Xx,.

Fie y/=()’1,----,)’k—1’xka)’2+1’~---ay;c):(1a----,ka,y;+1’~---ay;l) cu yi=¢ey;,
i =k+1,n, astfel Tncat greutatea maxima obtinuta in cazul lui y
s& fie mentinuta si pentru y. Notam p(s):[gkxk+ez giyil-

i>k
[Qksz giyil
i>k

p(1)=gk(xk-yx)>0
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k-1 k-1
P(0)=gkXk-gkYk- z giyi= z giXi+gkXk- z giYi-gkYk-
i=1 i=1

i>k

k n

z giYi=Z giXi'Z giyi<G-G=0
i=1

i>k i=1
p(1)>0 si p(0)<0 = I ¢€€[0,1) astfel Tincat p(e)=0
+

2gka+z giyi =gky z giyi

>k >k
n n
:Z giy’i=z giyi =Yy’ este solutia posibila.
i=1 i=1

Stim ca f(y) este maxima.

flty’) - f(Y)=Cka+z c/y,-’-ckyk-z Ciyi=Ck(Xk-Y«)- z ci(yir

>k >k >k

Yi')=ck/ak[gk(Xk-Yk)- z cigr/ck(yi-yi’)l

i>k

Dar, cum G5 29 = 8 < <8 Rezulta ca pentru i>k,

81 8n 1 (o
avem 2> 8k fnlocuind £& cu £L obtinem:
G Ck Cr C;
fly’)-
f(y)2ck/grlgr(Xkyi)+ Z gi(yiyi")1=cx/grl (grx+ Z 9iyi)-
i>k i>k
(geyi+ Y giyi)l=Cu/grp(e)=0

i>k

Rezulta f(y)>f(y) si f(y) maxima. Rezulta f(y)=s(y). Deci y
este solutia optima.
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Cazul discret
Vectorul y=(y1,....,yn) este solutie posibild dacd ye {0,1} si

n

n
Zgiyi>G' Solutia posibild y este optima daca f(y)= Zcfyi
i=1 i=1

este maxima (Vv k =l,_n cu ¥ =0, daca

n
w<l= z 8iyi>G+g,r>G,i#k).

i=1
procedure Rucsac_discret (1,G, g,c;x.¢)
G, <0, C«<0

for i=1to n do
if (G,+g;<G) then
x, <1
G <G +g;, C<C+g
else x; <0
end_if
next /

end_proc.

Din algoritmul Rucsac_discret rezulta ca Vk=Ln cu x, =0,

n n
avem Zg[xiﬁ G si Zg,»x[+gk>G. Ne propunem sa aratam ca
i=1 i=1

vectorul x=(x,...,x,) obtinut de algoritmul Rucsac_discret este

solutia optima.
Fie y=(y.....y,) solutie optima. Presupunem y#x.
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Fie &k primul indice astfel incat x, 2y, © x=y, i=0Lk-1.
Atunci sunt doua posibilitati:

k-1

szoj Zglxl+gk>G
i=1
k-1

w=l= zgiyi+ngG
i=1

Contradictie,

deci acest caz nu este posibil.
k-1
x=1= z 8 X+8: <G

2. ik:_ll Contradictie,

Y =0= Zg;y;+gk>G
i=1
deci nici cazul doi nu este posibil. Atunci x, =y, = x=y = «x

este solutia optima.

1.4.METODA PROGRAMARII DINAMICE

Aceasta metoda se utilizeaza la rezolvarea unor probleme de
optimizare care se refera la un proces. Procesul parcurge starile
50, S1,---58, (5, este stare finala, s, este stare initiala).

La fiecare trecere din starea s; _, in starea s; se ia decizia d4;,

i=1n pentru a se realiza acest lucru. La fiecare pas i, decizia
d; poate fi aleasa din mai multe decizii posibile, dar cea care se
ia trebuie sa fie optima. in general deciziile d,.....d, care conduc

la solutia problemei trebuie sa fie optime satisfacand principiul
optimalitatii (R. Bellmann). Acest principiu spune ca, daca
starilor sg,sy,....,s, le corespund deciziile d,...,d, optime atunci,

oricare ar fi i, la sirul de stari sgy,s,....,s, le corespund aceleasi
decizii optime d,.d,,....,d;, iar la sirul de stari s;,s 41,.....5,
corespund aceleasi decizii optime d; , {,.....d,.
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Daca principiul optimalitatii este  satisfacut, metoda
programarii dinamice presupune scrierea unei relatii de
recurenta pentru decizia de la pasul. In general relatiile de
recurenta sunt de doua tipuri:

e d;=f(d.dy,...d; _) reprezentand procedeul inapoi

o di=f(d;,.d;,.....d,) reprezentand procedeul inainte

Functia f determina decizia de la pasul i tindnd seama de

trecutul procesului (in primul caz) sau de viitorul procesului (in
al doilea caz).

1.4.1. Procedeul inapoi

Problema: Fie doua cuvinte s respectiv r cu m si respectiv
n litere. Sa se transforme cuvantul s 1n cuvantul r utilizand
operatiile:

"g": adaugarea unei litere;

"m": modificarea unei litere;

"s": stergerea unei litere.

Transformarea sa se faca prin utilizarea unui numar minim de
operatii. Sa se afiseze costul transformarii (numarul de operatii)
si cuvintele intermediare.

Rezolvare: O solutie banala, care bineinteles nu este optima,
este cea in care la sfarsitul cuvantului s se adauga literele
cuvantului + si apoi se sterg primele m litere ale cuvantului s,
initial. O alta solutie, care in continuare nu este optima dar mai
buna decét prima, s-ar aplica in cazul in care m>n. In acest caz
primele n litere din s s-ar modifica prin literele din r si apoi
s-ar sterge ultimele m—-n litere. Vom rezolva problema folosind
procedeul Tnapoi al programarii dinamice.

Consideram o matrice cost(m+1)x (n+1) ale carei elemente cost;
au semnificatia: (numarul de transformari) costul transformarii
primelor i caractere ale cuvantului s in primele j caractere ale
cuvantului r. In final ne intereseaza cost(m,n), aceasta fiind
valoarea minima de operatii ceruta de problema.

Sa urmarim modul de calcul al valorii cost;;
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— daca litera de pe pozitia i a cuvantului s este egala cu litera
de pe pozitia j a cuvantului t(sl»ztj) atunci cost; = cost; _y ;j_; (nu

se face nici o operatie Tn plus fata de pasul anterior);
- daca s; #1; atunci:

1. Transformarea primelor i litere din s in primele j litere din
t poate deriva din transformarea primelor i—-1 litere din s in
primele j-1 litere din ¢ la care se adauga operatia de
modificare a literei i din s, s;, cu litera j din ¢, ;. Atunci:
COSt;; = COSt; _ j —1-

2. Transformarea primelor i litere din s in primele j litere din
t poate deriva din transformarea primelor i—1 litere din s fin
primele j litere din ¢ la care se adauga operatia de stergere a
literei s; (litera de pe pozitia ¢ a cuvantului s). Atunci:

cost;; = cost; +1 (s; se sterge).

1
3. Transformarea primelor i litere din s in primele j litere din
t poate deriva din transformarea primelor i litere din s 1in
primele j—-1 litere din r la care se adauga operatia de
“addugare” a unei litere. Mai precis, la cuvantul intermediar
obtinut in s la pasul anterior, se adauga pe pozitia j, litera ¢;.

Atunci: cost; = cost; +1.1In final:

-Lj

cost; _y j_1 daca s;=t;

! J

cost; =
v 1 + min {costi_l,j_l, cost; _ cost[,j_l}

Se observa ca la fiecare pas se alege varianta care conduce la
un numar minim de transformari. Altfel spus, la pasul curent
valoarea cost; este minima posibila. Pentru realizarea

algoritmului vom considera liniile si coloanele matricei cost
numerotate 0,..,m respectiv 0,...,n.

Coloana 0 va avea valorile:
costy o=0: costul transformarii cuvantului vid in cuvantul vid;

cost) g =1: costul transformarii cuvantului s, in cuvantul vid (o
stergere);
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cost,, o=m costul transformarii cuvantului s,....,s, n cuvantul
vid (m stergeri).
Linia 0 va avea valorile:

costy o=0;

costg ;=0 costul transformarii cuvantului vid in cuvéantul f, (o
adaugare);

costy , =n costul transformarii cuvantului vid in cuvantul #,.....z,
(n adaugiri)

Exemplu. Sa transformam cuvantul “Corina” in cuvéantul
”Cristina”.
Matricea cosr va fi:

CO
L, 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 6 7
2 5 6 7
3 5| 6 7
4 4 5 6
5 4N 4 5
6 4 5 4

costgg=4 reprezintd numarul minim de transformari ale

|//

cuvantului “Corina” in cuvantul ”Cristina ”.

Sa urmarim sirul de transformari.
Observatie:

29



Petre

min

@ Jj-1

(-1j-1

(-1 /)

Calculul se face astfel:

(i, ])

min (-1, j—1) si se compara pe rand cu pozitia (i-1, j) si
(i, j-1).
Transformarea Transformarea
primelori pl‘imelor il Operatia
caractere din s in | _ caractere din s ’
primeledj”::atractere - in primele j,
caractere din t
(6! 8) = (5,7) ”_n»
(5’7) = (4,6) ”_n»
(4,6) = 1 + (4,5) "a" « it "i"= 16
(4,5) = 1+ (4,4) "a" « lit "i"=t5
(4,4) = 1+ (4,3) "a" it "i"=1y
(4,3) - (3,2) ”_n»
(3,2) - (2,1) ”_n»
(2,1) = 1+ (1,1) "s" < lit "o"= s,
(1,1) = (0,0) v

Deci Corina — Crina — Crisna — Cristna — Cristina
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1.4.2. Procedeul inainte

Problem&: Fie sirul A = (a;,4;,..,a;). S& se determine cel mai
lung subsgir crescator al lui A (ai],aiz,...,aik) unde:

a Sap S .S, i < <.l <d.

Rezolvare: Pentru a respecta principiul programarii dinamice
facem wurméatoarea presupunere: daca (ail’""aik) este subsir

crescator de lungime maxima, atunci Vje {1,2,.., k—1} subsirul
(ai,,aiz,...,aik) este subsir crescator de lungime maxima care
J

incepe In gq; .
J

Notam cu [, numarul elementelor celui mai lung subsir
crescator care incepe cu g;. Atunci:

I, =1

{z[ =1+ max{l/ag<a,i+1<k<n}i=n-11

Prin conventie, max {®}=0.

Daca vom determina nr = max {[;/1<i<n}, atunci problema este
rezolvata pentru ca [,,=nr este lungimea maxima a subsirului
crescator iar acesta incepe cu g . Determinarea efectiva a
elementelor sirului se face incepand cu aj, si considerand toate

elementele din A care respecta ordinea crescatoare.

procedure Secvmax (n, a[l...n }ar, iy)
var i, k, max": integer;
[[1...n] de tip integer
lL,=1, nr=0
for i=n-1 downto 1 do
max =0

for k=i+1to n do
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if (4;<aq) and (/, >max) then max=/,

end_if
next k
l; =1+ max

if [;>nr then
nr=1;, iy=i
end_if
next /
end_proc.

1.4.3. Procedeul combinat

Problema: Sa se calculeze produsul A xA,x...xA,, unde

Vi=1n. A este o matrice de ordin d;xd;,, astfel incat sa se
efectueze un numar minim de inmultiri.

Rezolvare: in general, pentru doua matrici B,y $1 Cuys
numarul de inmultiri pentru a calcula produsul BxC este pgr..

Produsul matricilor nu este comutativ dar este asociativ. In
cazul celor n matrici existd (n—1)! posibilitdti de a le asocia.

Dintre toate aceste asocieri trebuie aleasa cea in care numarul
total de Tnmultiri sa fie minim. lata un exemplu:

A, (100, 1) x A, (1, 100) x A5 (100, 1) x A, (1, 100)

In asocierea (4 x A))x (A; x A;) se executd 1.020.000 inmultiri,
iar in asocierea (A;x (4,xA;))x A;, care este optima, se executa
10.200 Tinmultiri.

Vom utiliza metoda programarii dinamice pentru a gasi
asocierea optima dintre cele (n—1)! posibile.

Pentru 1<i<j<n introducem valoarea cost(i,j) = numarul minim
de inmultiri necesar pentru a calcula produsul A;x4; ;X ... xA;.
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Vom considera cost (i, j) = 0. Observam ca
cost (i,i+1) = d; d; 4 ,d; o, 1<i<n-1.
in general,  cost(i,j)=min{cost (i, k)+cost (k+1, j)+dp.dy , d; o |,
unde minimul este luat pentru i<k<j.
Aceasta ultima formula poate fi inteleasa astfel:
Ay Apsrj
Ay =A< A xex Ay = (A x Ay x A X (A x4

unde k este valoarea pentru care se realizeaza minimul de mai
sus. Primele doua valori din suma corespund factorilor
(Ax...xAy) respectiv (A, x..x4;), iar didp oy dj este

numarul de fnmultiri pentru produsul
Ay dydy 4 )X A +1,j(dk v djy ).

Formula costului permite calculul valorilor cost (i,j) n ordinea
descrescatoare a diferentei j—1. Pentru calculul tuturor valorilor
cost (i,j) folosim procedura:

procedure Prodmat (d [l...n + 1];cost [l...n, 1...n])
for i=1to n do
cost (i,i) =0
for k=1 to n-1 do
for i=11to n—k do
j=itk

Cost(i,j):min{cost(i,l)+cost(l+l, j)+dl~,dl +1dj 41 Jl, 1<1<j
cost (j,i) =1, unde / este valoarea pentru care se realizeaza
minimul
next /
next k

end_proc

Observam ca toate valorile cost (i,j) = 0 sunt scrise deasupra
diagonalei principale, iar cosr (i,n) =0 reprezintd costul minim
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cerut de problema, adica numarul minim de Tnmultiri Tn cazul
asocierii optime.

Asocierea optimda o vom gasi datoritd valorilor cosr (i, j)
inscrise sub diagonala principala. Astfel, pentru i<j, fie
k = cost (j,i).

Atunci stim sigur ca Ai><....><Aj:(Aix....xAk)x(Ak+1><....><Aj).

Vom continua cu determinarea asocierilor din fiecare paranteza
cercetand cost (i, k) si cost (k+1,j). Ne vom opri cand cosz (i, j) = 0,
acest lucru desemnand un singur factor, matricea A (i, }).
Formula completa a asocierilor o vom determina incepand cu
cost(n, 1).

lata o procedura care realizeaza acesta asociere.

procedure Asociere (i.j), i </
k = cost (j,i)
if cost (i, k) = 0 then
print (" (*);
Asociere (i, k);
print (") ")
else print (A", i)
end_if
print ('x")
if cost (k+1, j)# 0 then
print (' ('), asociere (k+1, j), print (') ")
else print ("A', )
end_if
end_proc
Apel : Asociere(l, n)
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