
  

  

 

 

1. PROIECTAREA ALGORITMILOR 

 

1.1. METODA BACKTRACKING 

Este una d in t re  ce le  mai  cunoscute metode  de e laborare a  

a lgor i tmi lor .  Ea se  ap l i că  ace lor  p rob leme în  care so lu ţ ia  se  

poate reprezenta sub  forma unui  vecto r  x=(x 1 , .  .  .  ,  x n )∈A1x.  .  

.xAn ,  unde A i ,  i= n,1  sunt  f in i te  ( iA =n i ,  i= n,1 ) .  În  p lus ,  pentru  

f iecare problemă  în  par te  este necesar  ca so lu ţ ia  x 1 , . . . ,x n  sa  

sat is facă  anumi te condi ţ i i  in terne ρ (x 1 ,  .  .  .  ,  x n ) .  

 Mul ţ imea A=A1x.  .  .xAn  es te spa ţ iu l  so lu ţ i i lo r  pos ib i le .  

Elemente le  x∈A care sat is fac  condi ţ i i le  in te rne se numesc so lu ţ i i  

rezu l ta t .  Ne p ropunem determinarea tu tu ror  so lu ţ i i lo r  rezu l ta t ,  

eventual  pentru a a lege  d in t re  e le  pe cea care min imizează  sau 

maximizează  o  func ţ ie  ob iect iv.  

 Metoda Backtrack ing evi tă   generarea tu turor  so lu ţ i i lo r  pos ib i le  

( toate e lemente le  produsulu i  car tezian A 1x. . .xAn ) .  E lementu lu i  

x k∈A k ,  k= n,1  i  se at r ibu ie  o va loare după  ce au fos t  a t r ibu i te  

va lor i  pentru componente le  x 1 ∈A 1 , . . . ,  x k - 1 ∈A k - 1 .  Metoda t rece la  

a t r ibu i rea unei  va lor i  pentru x k + 1 ∈A k + 1  doar  dacă  x k  împreună  cu  

x 1 , . . . ,x k - 1  ver i f ică  condi ţ i i le  de cont inuare,  notate ρ k (x 1 , . . . ,x k ) .  

Dacă  condi ţ i i le  ρ k (x 1 , . . . , x k )  sunt  îndepl in i te  se t rece la  a t r ibu i rea  

unei  va lor i  pent ru e lementu l  x k + 1 ∈A k + 1  a l  so lu ţ ie i .  Neîndepl in i rea  

condi ţ i i lo r  expr imă  faptu l  că  or icum am a lege  x k + 1 ∈A k + 1 , . . . ,x n ∈An  

nu vom putea a junge la  o  so lu ţ ie  rezu l ta t  în  care condi ţ i i le  

in terne să  f ie  îndepl in i te .  În  acest  u l t im caz va t rebui  să  facem o  

a l tă  a legere  pentru  x k ,  i a r  acest  lucru  este pos ib i l  doar  dacă  nu  

am epuizat  toate va lor i le  pos ib i le  d in  mul ţ imea A k .  Dacă  
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mul ţ imea A k  a  fos t  epuizată  va  t rebui  sa  micşorăm  pe k ,  k←k-1  

ş i  să  t recem la a legerea unei  a l te  va lor i  pentru e lementu l  

11   −− ∈ kk Ax .  

 

A lgor i tmul  Backt rack ing este urmă toru l .  

 

Intrare :  -  mul ţ im i le  A1 , . . . ,An  

                -condi ţ ia  in te rnă  ),...,(  1 nxxρ  pentru so lu ţ ia  

nn AAxx ...),...,( 11 ×∈ ,  expr imată  pr in  ),...,( 1 ni xxρ ,  i= n,1 ,  condi ţ i i le  de la  

pasul  i .  

Ieş i re :  so lu ţ i i le  rezu l ta t  (x1 ,  .  .  .  ,  xn ) .  

 

procedure  posibi l  (x,k ;v)  

    x:vect .  Solut i i lo r  rezu l ta t  x=(x1 ,…,xn )  

    k :  pasul  curent ,  care semni f ică  căutarea unei  no i  va lor i  

α∈A k  ca re va f i  a t r ibu i ta  componente i  x k  a  so lu t ie i .  

v:  var iab i la  booleană  cu  semni f ica ţ ia  v= t rue ⇔  (∃  α∈A k  

neatr ibu i tă  pentru x k  s i  ρk (x 1 ,…,x k - 1 ,α )= t rue)  ş i  fa lse ⇔  caz 

contrar  

     w:  var iab i la  booleană  auxi l iară .  

 repeat 

        1v← ( „∃  α∈A k  neatr ibu i tă  înca pentru  x k ” ) ;   

        w← t rue 

        i f  v then  

          2 xk ←α  

          i f  not  ρ k (x1 ,…,xk )  then w← fa lse end_if  

    end_if  

unti l  (not  v)  o r  (v and w) 
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 v← (v  and w) 

end_proc 

 

  function este_sol  (k ) :boolean 

    i f  (k=n)  then  re turn t rue  

    else  re turn  fa lse 

    end_if  

  end_funct ion 

 

Partea p r inc ipa lă  a  a lgor i tmulu i  es te 

 

k←1;  xk←
3
α k  i n i t i a l  ş i  αk  i n i t i a l ∉A k  

while  (k>0)  

 posibi l  (x,  k  v)  

 i f  not  v then  k←k-1 

 else 

  i f  este_sol  (k )  then t ipa reste (x1 ,…,xn )  

  else 

   k←k+1;  xk←
3
α k  i n i t i a l ,  αk  i n i t i a l ∉A k  

  end_if  

 end_if  

end_while 

 

 Un caz par t icu la r  a l  prob lemelor  backt rack ing este acela în  

care mul ţ im i le  A i ,  i= n,1  con ţ in  e lemente af la te  în  progres ie  

ar i tmet ică .  Ast fe l ,  pentru mul ţ imea A i  notăm: 

  a i 1 :  pr imul  e lement  

  h i :  ra ţ ia  
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  b i :  u l t imul  e lement  

 În  acest  caz a lgor i tmul  se modi f ica după  cum urmează :  

  Ins t ruc ţ iunea et icheta tă  cu 1 devine v← (x k<b k )  

  Ins t ruc ţ iunea et icheta tă  cu 2 devine  x k←x k+h k  

  Ins t ruc ţ iunea et icheta tă  cu 3 devine x k←a k 1 -h k  

 

 

 

1.1.1.  Exemple de probleme backtracking 

 

Exemplu l  1 :  Problema co loră r i i  hă r ţ i lo r  

 Să  se co loreze o har tă  reprezentând n  ţă r i  fo los ind m  cu lor i  

e t ichetate 1, . . . ,m.  

Rezolvare:  Date le  necesare pentru descr ie rea hă r ţ i i  vor  f i  

reprezentate de  o matr ice An x n  cu semni f ica ţ ia  

  a i j= 1 ,  dacă  ţara  i  are f ront ieră  comună  cu ţara j  

  a i i =0,  în  caz contra r  

 F ie  C={c 1 , . . . ,cm }  mul ţ imea cu lor i lor  cu c i=ν ,  ν= m,1 .  

 Vectoru l  so lu ţ ie i  rezu l ta t  x=(x 1 , . . . ,x n )∈Cx. . .xC  (de n  or i ) ,  are  

semni f ica ţ ia :  ţara i  a re repar t i zată  cu loarea x i∈C, i= n,1 .  In i ţ ia l ,  

f iecă re i  ţă r i  i  se va  at r ibu i  cu loarea 0∉C .  

 La pasul  k  încercăm să  a t r ibu im o  nouă  cu loare (x k+1)  pent ru 

ţara k (k= n,1 ) ,  dacă  sunt  îndepl in i te  condi ţ i i le :  

1.  x k<m  ⇔  se mai  pot  găs i  a l te  cu lor i  pentru ţara k .  

2 .  ∀ i ,  1≤ i<k  cu a i , k=1  avem x i≠x k+1  

 Dacă  condi ţ i i le  1  ş i  2 sunt  îndepl in i te ,  a tunc i  noua cu loare 

pentru ţara k  va f i  x k+1  ş i  se poate t rece la  s tab i l i rea unei  no i  
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culor i  pentru ţara k+1 .  Ast fe l ,  ţă r i i  k  nu i  se mai  poate at r ibu i  

a l tă  cu loare ş i  ne în toarcem la  a legerea unei  no i  cu lor i  pentru  

ţara k-1 .  A lgor i tmul  se  termină  c `nd nu se mai  poate at r ibu i  

cu loare pentru ţara 1 .  

 

Exemplu l  2 :  Problema damelor  

 Pe o tab lă  de şah cu n×n  pă t ra te ,  să  se aşeze n  dame aşa 

încât  să  nu se atace rec iproc.  

 Rezolvare:  Dacă  vom cons idera matr icea A=(a i , j ) i , j   I , j= n,1  

care să  reprezin te tab la  de şah ş i  două  dame în  pozi ţ i i le  a i j  s i  

a k l ,  a tunc i  ce le  două  dame se atacă  rec iproc dacă  i=k  sau j= l  

sau | i -k |= | j - l | .  

 Din  pr ima re la ţ ie  deducem faptu l  că  f iecare damă  t rebuie să  f ie  

aşezată  pe o l in ie  separată .  În  cont inuare vom avea gr i jă  să  nu  

f ie  îndepl in i te  ce le la l te  două  re la ţ i i .  

 Notăm M={1, . . . ,n}  mul ţ imea ce lor  n  co loane a le  tab le i  de şah.  

Vectoru l  so lu ţ ie i  rezu l ta t  x=(x 1 , . . . ,x n )∈M× . . .×M  (unde produsul  

es te de n  or i )  are semni f ica ţ ia :  componenta i  a  vecto ru lu i  

( i= n,1 )  reprezin tă  l in ia  i  de pe tab la  de şah.  Valoarea x i  a  

aceste i  componente reprezin tă  co loana în  care se aşează  dama 

de pe l in ia  i .  

 In i ţ ia l ,  toa te damele  sunt  în  a fara  tab le i  de  şah,  dec i  x i=0 ,  

i= n,1 .  

 La pasul  k  vom încerca aşezarea damei  k  pe l in ia  k  ş i  în 

co loana x [k ]+1 .  In i ţ ia l ,  dama k  es te în  a fara tab le i  (x [k ]=0∉M) .  

În  genera l ,  vom putea  aşeza dama în t r -o  a l tă  co loană  dacă  

vechea pozi ţ ie  sat is face condi ţ ia  x k<n .  De f iecare dată  noua  

pozi ţ ie  va t rebui  să  sat is facă  cond.  in terne ρ k :  

     ∀ i ,  1≤ i <k  avem x i≠ (x k+1)  (nu sunt  pe aceeaş i  co loană ) ,  

ş i  
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       | i -k |≠ |x i - (x k +1) |  (nu  sunt  pe d iagonală )  

 Dacă  x k<n  ş i  ρ k  sunt  adevarate,  dama de pe l i n ia  k  se aşează  

în  co loana x k+1  ş i  se t rece la  aşezarea damei  k+1 .  Ast fe l ,  dama 

k  nu poate f i  aşezată  pe tab la  ş i  va t rebui  să  re luăm aşezarea  

damei  k-1 .  A lgor i tmul  se termină  când dama 1  nu mai  poate f i  

aşezată  pe tab lă  (se încearcă  aşezarea damei  în  co loana 0) .  

 

 Exemplu l  3 :Problema comis-vo ia joru lu i  

 Un comis-vo ia jor  t rebuie  sa v iz i teze n  oraşe et ichetate 1, . . . ,n .  

Va p leca d in  o raşul  1  ş i  se va  în toarce  to t  în  1 ,  t recând  pr in  

f iecare oraş  ( în  a fa ră  de  oraşul  1 ,  ce le la l te  oraşe t rebuie v i z i ta te  

o s ingură  dată ) .  Cunoscând legă tur i le  exis ten te  în t re  o raşe,  să  

se t ipă rească  toate d rumur i le  pos ib i le .  

 

 Rezolvare:  Date le  re fe r i toare la  drumur i le  d in t re  oraşe vor  f i  

reprezentate în t r -o  matr i ce An x n  cu:  

  a i j=1 ,       exis tă  drum d i rec t  în t re  oraşul  i  ş i  o raşul  j  

  a i i=0  ,   caz contra r  

   Mul ţ imea oraşelor  o  notăm cu N={1 ,2,…,n} .                             

 Vectoru l  so lu ţ i i lo r  rezu l ta t  va f i  x=(x 1 ,  . . .  ,  x n ,  x n + 1 )  cu  

x 1=x n + 1=1  ş i  cu semni f ica ţ ia :  pe pozi ţ ia  i  ( i= 1,1 +n )  se v i z i tează  

oraşul  x i∈N .  

 La pasul  k (2≤k≤n)  se încearcă  v i z i ta rea oraşulu i  x [k ]+1  dacă :  

   1≤x [k ]<n  ( in i ţ ia l  x [k ]=1 )      ş i  

   a [x [k-1 ] ,  x [k ]+1 ]=1  (pentru k=n  t rebuie ş i  a [1,  x [k ]+1 ]=1 )  

 În  p lus  t rebuie să  f ie  sat is făcute condi ţ i i le  in terne:  

      ρ k  :   ∀ i ,  1≤ i<k  ;  x k≠x i  

 Dacă  toate condi ţ i i le  sunt  îndepl in i teatunc i  x [k ]←x [k ]+1  ş i  se 

poate t rece la  v i z i ta rea oraşulu i  k+1.  



          Petre          
 
 

  7 

 În  caz contrar  cu oraşul  de pe pozi ţ ia  x k  nu  a jungem la  o 

so lu ţ ie  rezu l ta t  ş i  va t rebui  să  ne în toarcem la  o a l tă  a legere  

pentru oraşul  de  pe pozi ţ ia  k-1 .  

 

 Exemplu l  4 :  Să  se  descompună  numă ru l  natu ra l  n   în  toa te 

modur i le  pos ib i le  ca sumă  de p   numere d i fe r i te  (p≤n ) .  

 Rezolvare:  Vectoru l  so lu ţ i i lo r  rezu l ta t  es te x=(x 1 ,  . . . ,  x p ) ,  

∑
=

p

i 1

x i=n .  

 Observa ţ ie :   

 1.  Cel  mai  mare numă r  ce poate f i  a t r ibu i t  componente lor  x i ,  

i= p,1  es te n-p+1,  pentru că  n=n-p+1+(1+1+. . .+1)     unde suma 

d in  paranteză  es te de  p-1  or i .  

   2 .  Trebuie să  evi tăm determinarea unor  so lu ţ i i  care se 

deosebesc în t re  e le  doar  p r in  pozi ţ ia  numere lor  d in  

descompunere,  ex.  

5=2+3,  5=3+2,  5=1+4,  5=4+1 

 Pentru aceasta  vom genera pe pozi ţ ia  k (k= p,1 )  doar  va lor i  x k  

care sat is fac :  k≤x k ≤n-p+1  

 Ast fe l  va ob ţ ine so lu ţ i i  în  care componente le  sunt  în  ord ine  

crescă toare.  

 F ie  N k={k,  . . . ,  n-p+1} ,   k= p,1  

 Atunc i  x=(x 1 , . . . ,x p )∈N 1xN2x. . .xNp .  In i ţ ia l  x k=k-1,  k= p,1  

 La pasul  k  (k= p,1 ) ,  va loarea de pe pozi ţ ia  k  es te x k .  Vom 

putea sch imba acea va loare cu x k+1  doar  dacă  

(1)   k-1≤x k<n-p+1  ⇔  ∃  α∈N k  neatr ibu i tă încă  lu i  x k  

(2 )   ρk  :  ∀ i ,  1≤ i<k ,  x i≠x k +1 
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 Dacă  (1)  ş i  (2)  sunt  adevarate atunc i  x k←x k+1  ş i  se t rece la  

pozi ţ ia  k+1 .  A l t fe l ,  or ice  va loare pent ru x k  nu ne  va conduce la  o  

so lu ţ ie  rezu l ta t  ş i  va t rebui  să  ne în toarcem la  at r ibu i rea unei  

a l te  va lo r i  pentru pozi ţ ia  k-1 .  

 A lgor i tmul  se încheie  când epuizăm toate va lor i le  pentru  

pozi ţ ia  k=1 .  

 

1.2. METODA DIVIDE-ET-IMPERA 

Strategia acestei  metode este urmă toarea: 
 

1.  Împarte  ins tan ţa problemei  în t r -una sau mai  mul te  
ins tan ţe mai  mic i .  

2.  Rezolvă  f iecare ins tan ţă  mai  mică .  Dacă  o  ins tan ţă  mai  
mică  nu este suf ic ient  de mică  pentru a putea f i  rezo lvată ,  
a tunc i  u t i l i zează  recurs ia  pentru a face aceasta.  

3.  Determină  so lu ţ ia  prob lemei  in i ţ ia le  pr in  combinarea  
so lu ţ ie i  la  subprobleme.  
 
 Un caz par t icu lar  es te descr is  de urmă toarea d iagramă .  
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Al t fe l  spus,  f ie  vectoru l  { }  , .... ,     1 naaA =  reprezentând o mul ţ ime 

a le  că re i  e lemente t rebuie pre lucrate  conform unei  anumi te  
probleme.  Presupunem că  pentru { }  , .... ,1    qp, n∈∀  ind ic i  cu qp < ,  

∃  { }  , .... ,1,     qppm +∈  as t fe l  încât  pre lucra rea secven ţei  { }  , .... ,  qp aa  

se poate face p re lucrând separat  secven ţele { }  , .... , ,  1  mpp aaa +  ş i  

{ }  , .... ,  1  qm aa + .  Apoi ,  combinând so lu ţ i i le  se determină  so lu ţ ia  

pentru cazul  secven ţei  { }  , .... ,  qp aa .  

A lgor i tmul  es te u rmă toru l .  
 

procedure  divide_et_impera  (p ,  q ,  α )  

 qp, :  ind ic i  d in  mul ţ imea { }  , .... ,1  n ,  qp <  

  α  :  so lu ţ ia  prob lemei  la  pasul  curent  

 pre l ( )α  ,  , qp :  procedura care ob ţ ine so lu ţ ia  prob lemei  pentru 
submul ţ imea {ap ,  … ,  a q}  

 împar te  ( )mqp   ,  , :  procedura care determină  ind ice le  qmp ≤≤  

necesar  pentru impă r ţ i rea problemei  

 combină ( )αγβ   ,  , :  combină  so lu ţ i i le  β  s i  γ  ob ţ inând so lu ţ ia  α .  

   i f  ( )epspq     ≤−  then  pre l ( )α  ,  , qp  

   else 

    împar te  ( )mqp   ,  ,  

    div ide_et_ impera  ( )β  ,  , mp  

    div ide_et_ impera  ( )γ  ,  ,1 qm +  

    combină  ( )αγβ   ,  ,  

   end_if  

end_proc 

 
Cazul  genera l  es te de a  împă r ţ i  p rob lema de d imens iune n  în  a  

ins tan ţe de d imens iune 
b

n
 ş i  având nevoie de un t imp ( )nf   



          Petre          
 
 

  10 

pentru opera ţ i i le  de împă r ţ i re  ş i  de combinare a  so lu ţ i i lo r  de la  
subprobleme.  

 Dacă  notăm cu ( )nT   t impul  necesar  prob lemei  de d imens iune 
n ,  formula genera lă  de  recuren ţă  pentru metoda Divide-et -
Impera este:  

 ( ) ( )nf
b

n
TanT        +








⋅=     

unde ( ) ( ) ( )nfnfnf CD    += ,  ş i  unde Df  es te t impul  necesar  pentru  

impă r ţ i rea in  subprobleme iar  Cf  es te t impul  necesar  pentru  

in terc lasare.  Pu tem cons idera că  în  genera l  avem ( ) ( )k
nOnf         ∈ .  

    

 Exemplu:  Căutarea  b inară :  1=a ,  2=b ,  ( ) ( )1O1 ⇔=nf .  Dec i  

( ) ( )1O
2

  +







=

n
TnT .  

 

1.2.1. Exemple de probleme Divide-et-Impera 

 

1.2.1.1.  Problema turnurilor din Hanoi 

Se dau 3 t i je  numerota te 1,  2 ,  3  ş i  n  d iscur i  per forate ş i  de  
d imens iun i  d i fer i te .  In i ţ i a l  toate d iscur i le  sunt  aşezate pe t i ja  1  
în  ord inea descrescă toa re a d iametre lor   cons iderând sensul  de  
la  baza t i je i  spre vâr fu l  e i .  Să  se mute toate d iscur i le  pe t i ja  2  în  
aceeaş i  o rd ine,  fo los ind  t i ja  3  ca t i jă  in termedia ră  ş i  respectând 
urmă toare le  regul i :  

 −  la  f iecare  pas,  se mută  un s ingur  d isc  d in  vâr fu l  unei  t i je ;  

 −  pe f iecare t i jă ,  la  o r i ce pas,  deasupra or ică ru i  d isc ,  exis tă  
numai  d iscur i  de d iametre mai  mic i .  
Rezolvare  S imbol i zăm mutarea unui  d isc  de  pe t i ja  i  pe t i ja  j ,  

unde { } 3 ,2 ,1     , ∈ji  pr in  perechea ( )ji, ,  ji ≠ .  

Cazul  1=n :  
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Cazul   2=n :  neces i tă  t re i  paş i .  

P1 :  se mută  d iscu l  D2  de pe t i ja  T1  pe  t i ja  T3 ;  
P2 :  se mută  d iscu l  D1  de pe t i ja  T1  pe  t i ja  T2  
P3 :  se mută  d iscu l  D2  de pe t i ja  T3  pe  t i ja  T2 .  
  

Cazul  3=n :  

 

 
Observăm că  se poate face abstrac ţ ie  in i ţ ia l  de  d iscu l  1D  ş i  se 

mută  2=n  d iscur i  ( 2D  ş i  3D )  de pe 1T  pe 3T  fo los ind ca t i jă  

in termediară ,  t i ja  2316 =−−=k .  Revenim la  d iscu l  1D  mutându- l  

pe t i ja  2T .  În  f ina l ,  se procedează  d in  nou ca în  cazul  2=n  

pentru d iscur i le  2D  ş i  3D ,  mutându- le  de această  dată  de pe t i ja  

3T  pe t i ja  2T  ş i  u t i l i zând ca t i jă  in te rmediară  t i ja  1236 =−−=k .  

Dacă  notăm cu ( )jinH  , ,  ş i ru l  mută r i lo r  necesare la  pasul  n  
(mutarea de pe  t i ja  i  pe t i ja  j ) ,  a tunc i  

( )
( )

( ) ( ) ( )



>−−

=
=

1        , ,1   , ,  ,  ,  ,1 

1                                                    , 
      ,  , 

ndacăjknHjikinH

ndacăji
jinH  ,  unde .jink −−=  
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 Dacă  notăm cu ( )nH   numă ru l  de mută r i  e fec tua te,  a tunc i :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) =+−=−++−=   11  2    1 11      nHnHnHnH  

      

( )( ) ( )( )( )

( ) ∑
−

=

+−⋅=

=+++−⋅⋅⋅=++−⋅⋅=

1    

0    

2   2

.......1113 222112 22

i

j

ji inS

nHnH

 

 Pentru ni =   avem ( ) 00 =S  ş i  ( ) 11 =S .   

 Dec i  ( ) ( ) 12122 0 −=−+⋅= nnn
SnH .  

 Complexi ta tea este ( )n
O 2 .  

 
 
 

1.2.1.2.  Sortare prin interclasare 

 
procedure MergeSort  (A [  ] ,  temp [  ] ,  le f t ,  r ight )  

 Intrare :  tab lou l  [ ]nA  .... 0  care va f i  sor ta t  c rescă to r  

       tab lou l  [ ]ntemp  .... 0  a ju tă tor  

       le f t ,  r ight  −  ind ic i  în  tab lour i  
  Ieş i re :  tab lou l  A sor ta t .  
 begin 

   i f  ( r igh t  >  le f t )  then  

       mid ←  ( r ight  +  le f t )  /  2  
       MergeSort  (A,  temp,  le f t ,  mid)  

       MergeSort  (A,  temp,  mid +  1 ,  r ight )  

       Merge (A,  temp,  le f t ,  mid +  1 ,  r ight )  
   end_if  

 end 

end_proc  

 

procedure Merge  (A [  ] ,  temp [  ] ,  le f t ,  mid,  r ight )  

 Intrare ////  Ieş i re :  tab lou l  A cu e lemente le  in te rc lasate în t re  
pă r ţ i le  le f t   
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         ş i  r ight  

 Intrare :  tab lou l  a ju tă to r  temp [  ]  

         le f t ,  mid,  r ight  −  ind ic i  în  A 
 begin 

   le f t_end ←  mid −  1  

   tmp_pas ←  le f t  

   nr_e lem ←  r igh t  −  le f t  +  1  

   while  ( ( le f t  ≤  le f t_end) and (mid ≤  r ight ) )  do  

     i f  (A  [ le f t ]  ≤  A [mid ] )  then  

          temp [ tmp_pas ]  ←  A [ le f t ]  

          tmp_pas ←  tmp_pas +  1  

          le f t  ←  le f t  +  1  
     else 

          temp [ tmp_pas ]  ←  A [mid ]  

          tmp_pas ←  tmp_pas +  1  

          mid ←  mid +  1  
     end_if  

   end_while 

   while  ( le f t  ≤  le f t_end) do  

     temp [ tmp_pas ]  ←  A [ le f t ]  

     le f t  ←  le f t  +  1  

     tmp_pas ←  tmp_pas +  1  
   end_while 

   while  (mid ≤  r ight )  do  

     temp [ tmp_pas ]  ←  A [mid ]  

     mid ←  mid +  1  

     tmp_pas ←  tmp_pas +  1  
   end_while 

   for  0=i  to  nr_e lem do  

          A [ r ight ]  ←  temp [ r ight ] ;  

     r ight  ←  r ight  −  1  
 end_proc 
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Observa ţ i i :   

 1.  A lgor i tmul  neces i tă  o  memor ie  exte rnă  −  tab lou temporar  -
pentru a memora da te le  in terc lasate.   
 2.  A lgor i tmul  neces i tă  ş i  ac ţ iun i  supl imentare de copiere d in 
tab lou l  temporar  în  tab lou l  in i ţ ia l .  
 

Teorema Master :  Fie 1    ≥a ,  1    >b  constante în t reg i .  F ie  ( )nf   o  

func ţ ie  cu ( ) ( )k
nOnf       ∈  ş i  f ie  ( ):nT  N + R→  (sau N )  def in i tă  p r in  

recuren ţa ( )nT   =  








b

n
Ta    +  ( )nf  .  

 Atunc i  ( )nT   poate f i  de l imi ta tă  as imptot ic  după  cum urmează :  

 1.  Dacă  k
ba     > ,  a tunc i  ( ) 






∈         

log a
bnOnT .  

 2.  Dacă  k
ba = ,  a tunc i  ( ) ( )nnOnT

k
 log       ∈ .  

 3.  Dacă  k
ba     < ,  a tunc i  ( ) ( )k

nOnT        ∈ .  

 
Vom apl ica teorema master  pentru a ca lcu la  complexi ta tea  
a lgor i tmulu i  de sor ta re p r in  in terc lasare.  

Complexi ta tea împă r ţ i r i i  prob lemei  es te  ( ) ( )1  OnfD ∈  ia r  

complexi ta tea in terc lasă r i i  es te ( )nO .  Rezul tă  ( ) ( )nOnf   ∈ .   

Dec i  1=k .   

Numă ru l  de subprobleme este 2=a .  

Dimens iunea tab lour i lor  corespunză toare subproblemelor  es te  










2

n
 sau 









2

n  ⇒  2=b .  

Formula de recuren ţă  es te ( )nO
n

T
n

TnT +















+















=

22
)( ,  ia r  dacă  

p
n 2=  avem ( ) ( )n

n
TnT O

2
  2 +








= .  Din  2=a ,  2=b ,  1=k  rezu l tă  

( ) ( )nnOnT   log    ∈ .  
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1.3. METODA GREEDY 

 
 Această  metodă  se ap l ică  prob lemelor  în  care se dă  o  mul ţ ime 

A  cu n  e lemente ş i  se cere să  se determine o submul ţ ime AB ⊆  

care să  îndepl inească  anumi te condi ţ i i  pentru a putea f i  

acceptată .  Este pos ib i l  ca să  exis te  mai  mul te  mul ţ im i  

acceptabi le  (solu ţ i i  pos ib i le ) .  De aceea  se mai  furn izează  ş i  un 

cr i ter iu  pr in  care,  d in t re  so lu ţ i i le  pos ib i le ,  se a lege una s ingură  

numi tă  solu ţ ie  opt imă .  

 Solu ţ i i le  pos ib i le  au propr ie ta tea:  dacă  B  es te so lu ţ ie  pos ib i lă  

ş i  BC ⊂ ,  a tunc i  ş i  C  es te so lu ţ i e  pos ib i lă .  Pr in  def in i ţ ie ,  Φ  es te 

so lu ţ ie  pos ib i lă .  

 

1.3.1. Algoritmul Greedy -  1 

 Intrare :  mul ţ imea A ,  nA       = .  

 Ieş i re :  mul ţ imea B  −  so lu ţ ia  opt imă .  

Alege  ( )xiA  , , :  a lege la  pasul i  d in  mul ţ imea A ,  e lementu l  

x .  A legerea se face conform unui  c r i ter iu  care,  în  f ina l  să  

conducă  la  so lu ţ ia  opt imă .  

Posib i l  ( )vxB  , , :  furn izează  în  { }   ,     falsetruev ∈  răspunsul  la  

în t rebarea:  „ { }      xB ∪  es te sau nu so lu ţ ie  pos ib i lă  ?  ”  

Adaug ( )Bx  , :  adaugă  la  B  e lementu l  x ,  { }      xBB ∪← .  

Φ←B  

 for  1=i  to  n  do  

        Alege ( )xiA  , ,  

        Posib i l  ( )vxB  , ,  
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        i f  ( )v  then  Adaug ( )Bx  ,  

        end_i f  

    next  i  

 

 În  această  ve rs iune,  c r i ter iu l  de a legere este ap l icat  la  f iecare  

pas.  Algor i tmul  poate  sufer i  o  modi f icare.  Vom ordona 

e lemente le  mul ţ im i i  A  conform cr i ter iu lu i  de a legere s tab i l i t .  

Urmează  ca apoi  e lemente le  d in  A  să  f i e  ext rase în  această  

ord ine.  

 

1.3.2. Algoritmul Greedy −−−−  2 

 Intrare :  mul ţ imea A ,  nA       = .  

 Ieş i re :  mul ţ imea B −  so lu ţ ie  opt imă .  

 Perm (A) :  permută  e lemente le  lu i  A  ordonându- le  conform 

cr i ter iu lu i  de a legere s tab i l i t .  

 Posib i l  ( )vxB  , ,  ş i  Adaug ( )Bx  ,  sunt  ace leaş i  ca la  a lgor i tmul  

precedent .  

Φ←B ;  perm ( )A  

for  1=i  to  n  do  

 Pos ib i l ( )vaB i  , ,  

 i f  ( )v  then Adaug  ( )Bai ,  

 end_if  

next  i  
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1.3.3. Exemple de probleme Greedy 

 

1.3.3.1.  Memorarea textelor pe benzi 

a) Fi ind date n  texte de lungimi  d i fer i te  nLL , ..... ,1  să  se 

înmagazineze aceste texte pe o bandă  suf i c ient  de lungă .  

Ş t i indu-se că  c i t i rea textu lu i  k  se face după  c i t i rea texte lo r  

1, ..... ,1 −k  să  se aşeze  aceste texte aşa încât  t impul  de c i t i re  

pentru f iecare d in  e le  să  f ie  min im.  

Rezolvare:  F ie  o  pozi ţ i onare a texte lor  pe bandă  dată  de  

permutarea ( ) ( )nppnp , .... ,    , .... ,2 ,1 1=  în  care textu l  k  apare a l  

kp − lea.  

În  genera l ,  c i t i rea unui  text  de lungime kL  neces i tă  un t imp 

d i rec t  propor ţ iona l  cu kkk LTL ~  : .  

Atunc i  c i t i rea textu lu i  k ,  care se af lă  pe pozi ţ ia  kp ,  se va  

face după  texte le  1    1 , .... , −kpp  ş i  va avea t impul  ∑
=

k

i

iLp

1    

 .  

Timpul  mediu de  regăs i re  a unui  text  va f i :  

n

1
 ∑

=

n

k 1    

∑
=

n

i

piL

1    

  =  
n

1
 ∑

=

+−

n

k

kn

1    

)1( 
kpL  

Cons iderăm func ţ ia :  ( )p  ρ  = ∑
=

+−

n

k

kn

1    

)1( pkL ,  unde p  es te  

permutare pentru { } , ... ,1 n  ş i  să  determinăm permutarea p  care 

min imizează  această  func ţ ie .  

Cr i ter iu l  de a legere:  Dacă  am a les texte le  1    1 , .... , −kpp  ş i  

le−am aşezat  pe bandă  în  această  ord ine,  a tunc i  cea mai bună  
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alegere pent ru textu l  kp  va f i  textu l  ce l  mai  scur t  d in t re  texte le  

},...,,{\},...,2,1{ 121 −kpppn .  Ast fe l  suntem conduş i  la  a legerea texte lo r  

în  ord inea crescă toa re a  lungimi lor  lor .  

 

Propozi ţ ie .  Fie ( )np , ... ,2 ,1=  o  permutare dată  de ord inea  

crescă toare nLLL ≤≤≤ ....21 .  Atunc i  pozi ţ ionarea în  această  ord ine  

este opt imă .  

Demonst ra ţ ie :  F ie  ( )nppp , ... ,1=  o  pozi ţ ionare opt imă .  

Presupunem, pr in  absurd,  că  ji <∃   as t fe l  încât  pjpi LL ≥ .  F ie  p′  

ob ţ inută  d in  p  sch imbând ip  cu jp .  Cele două  permută r i  d i feră  

doar  cu două  pozi ţ i i .  Atunc i :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0 

 1     1        

≤−−=

=−+−+−+−=−′

pipj

pjpipipj

LLij

LLjnLLinpp ρρ

 

Rezul tă  ( ) ( )pp   ρρ ≤′ ,  dar  ( )p ρ  es te min imă .  Rezul tă  

( ) ( )pp   ρρ =′ .  Dec i  p′  es te pozi ţ i onare opt imă .  

Ap l icând acest  ra ţ ionament  de mai  mul te  or i ,  t recem d in 

permutare în  permutare  până  a jungem la  permutarea ident ică  

( )np , ... ,2 ,1=  dată  de nLLL ≤≤≤ ....21 .  

 Rezolvare pract ică :  Un tab lou de ş i rur i  de  caractere care se va  

ordona crescă tor .  

 

b) Cele n  texte se vor  aşeza  pe m  benzi .  

Rezolvare:  Pozi ţ ionarea ce lor  n  texte pe m  benzi  va  

corespunde unei  par t i ţ i i  a  mul ţ im i i  { } mPPn     ....     , .... ,1 1 ∪∪= ,  ia r  

t impul  mediu de regăs ire  a unui  text  pe una d in  benzi  es te:  
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m

1
∑

=

m

k

Pk

1    

)(  ρ .  Vom lua ( )      =Pρ ∑
=

m

k

Pk

1    

)(  ρ ,  mPPP     ....    1 ∪∪= .  Dor im 

să  găs im par t i ţ ia  P  care min imizează  ( )P  ρ .  

 Cr i ter iu  de a legere:  Presupunem că  am pozi ţ ionat  1−k  texte.  

Vom alege d in  ce le  1+− kn  texte rămase pe  ce l  mai  scur t .  Î l  vom 

aşeza pe banda cea mai  l iberă .  

 Vom cons idera texte le  în  ord inea crescă toare a lungimi lor  

nLL ≤≤ ....1  ş i  vom aşeza textu l  i  pe banda ( ) 1 ,1  mod +− mi  în  

cont inuarea ce lor  de ja  af la te  pe această  bandă .  Rezul tă  că  pe  

această  bandă  vor  f i  aşezate texte le  ..... ,2  , mimi ++ ,  în  to ta l  

( ) 1 ,  mod +− min  texte .  

 

 Propozi ţ ie .  Fie tex te le  ordonate crescă tor  nLL ≤≤ ....1 .  Aşezarea  

tex tu lu i  i  pe banda ( ) 1 ,1  mod +− mi ,  ni  ,1=  es te o pozi ţ ionare  

opt imă .  

 Demonst ra ţ ie :  Ap l icând  metoda de mai  sus rezul tă  că  pe  

f iecare bandă  texte le  sunt  aşeza te în  ord ine  crescă toare (ce le  

mai  lungi  m  texte vor  f i  u l t imele pe ce le  m  benzi ) .  

 F ie  ≡iu  numă ru l  de texte ce  urmează  textu lu i  i  pe banda unde 

acesta se af lă .  F ie  P  o  par t i ţ ionare op t imă .  

 Dacă  mn ≥  a tunc i  n ic i  o  bandă  nu este goală  (am putea muta 

un text  de pe o bandă  cu min im două  texte pe banda goală  ş i  am 

ob ţ ine o par t i ţ ionare P′  mai  bună  decât  P ) .  

 În  condi ţ ia  mn ≥  ce le  mai  lungi  m  texte apar  pe u l t ima pozi ţ ie  

de pe ce le  m  benzi .  Valoarea n  corespunză toare lor  es te 0.  Să  

dovedim acest  lucru.  Presupunem pr in  absurd ca exis tă  un text  

i ,  u l t imul  pe o bandă  ş i  mai  exis tă  pe o a l tă  bandă  texte le  j  ş i  

k  (u l t imele în  această  ordine)  as t fe l  încât :  ji LL <  ş i  ki LL <  (unde 
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kj LL < )  ⇔  ji LL <  ş i  0=iu  dar  0=ju .  Schimbând texte le  i  ş i  j  

în t re  e le  am ob ţ ine  o par t i ţ ionare  P′  s t r ic t  mai  bună  decât  P ,  

contrazicând ipoteza.  

 Dec i  ce le  mai  lungi  m  texte au 0=u .  Urmă toare le  m  tex te ca  

lungime vor  avea 1=u .  În  genera l ,  textu l  i  d in  ord inea nLL ≤≤ ....1  

va avea ( )minui   ,  mod  −= .  

 

 Rezolvare pract ică :  Cele m  benzi  vor  f i  m l in i i  a le  unui  tab lou 

b id imens ional  de ş i rur i  de caractere (s t r ing-ur i ) .  

 

1.3.3.2.   Problema rucsacului   

Cu a jutoru l  unui  rucsac în  care se poate încă rca greutatea  

maximă  G ,  t rebuie  t ransporta te ob iecte le  nOO , .... ,1 .  Obiectu l  i  

are greutatea ig  ş i  pentru t ransportu l  lu i  în  în t reg ime se câş t igă  

( )nici  ,1     = .  Să  se  determine  ce ob iecte t rebuie  t ranspor ta te  pentru  

a se rea l i za câş t igu l  maxim.  

 

 Rezolvare:  Se  d is t ing două  cazur i :  

1.  Cazul  cont inuu :  Putem lua d in  ob iectu l  i  or ice par te  

[ ]1 ,0∈ix .  

2.  Cazul  d iscret :  Or ice ob iect  i  poate f i  încă rcat  doar  în  

în t reg ime sau deloc,  { } 1 ,0 ∈ix .   

F ie  ( )nxxx , .... ,1=  vecto ru l  so lu ţ ie  în  ambele cazur i .  Solu ţ ia  opt imă  

va t rebui  să  sat is facă :  

Cazul  cont inuu:  Gxg

n

i

ii =∑
= 1    

    

ş i   
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Cazul  d iscret  :  Gxg

n

i

ii ≤∑
= 1    

  

În  ambele cazur i  so lu ţ ia  opt imă  t rebuie să  maximizeze  

func ţ ia  de câş t ig :  

( ) ∑
=

=

n

i

ii xcxf

1    

         

  Pentru a a junge la  so lu ţ ia  opt imă  vom cons idera în  ambele 

cazur i  ob iecte le  în  ord inea descrescă toare a câş t igur i lor  un i ta re  

i

i

g

c
,  ni  ,1    = .  

Stud iem pe rând  ce le  două  cazur i .  

 

 Cazul  continuu   

Presupunem ord inea 
n

n

g

c

g

c

g

c
    ....        

2

2

1

1 ≥≥≥  ş i  vom încerca  să  

încă rcăm pe cât  pos ib i l  ob iecte le  în  în t reg ime,  în  ord inea  

cons iderată ,  până  când a jungem la  greutatea G .  Vectoru l  

( )nxxx , .... ,1=  es te solu ţ ie  pos ib i lă  dacă  [ ]1 ,0∈ix ,  ni  ,1    = ;  

Gxg

n

i

ii ≤∑
= 1    

 .  So lu ţ ia  pos ib i lă  es te opt imă  dacă  maxim izează  

func ţ ia  de câş t ig  (1 ) .  
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 procedure  Rucsac ( )CxcgGn  , , , , ,   

       n :  numă ru l  de ob iecte ;  G :  greu tatea maximă  ce  poate f i  

dusă  în  rucsac;   

      g :  ar ray [1. . .n ]  -  vectoru l  greutăţ i lo r  ob iecte lor ;  

    c :  ar ray [1. . .n ]  -  vectoru l  câş t igur i lor  corespunză toare 

f iecaru i  ob iect ;  

x :  ar ray [1. . .n ]  -  vectoru l  so lu ţ ie i  opt ime;   

C :  câş t igu l  to ta l .  

   1  ,0 =← iC  

   while  ( )0>G  and ( )ni ≤  do  

     i f  Ggi <  then   

     1←ix ,  igGG −← ,  icCC +← ,  1+← ii  

    else   

     
i

i
g

G
x   ← ,   0←G  

      for  1+= ij  to  n  do  0←jx  

      next  j  

       end_if  

    end_while 

end_proc 

 

Observăm că  în  urma procedur i i  Rucsac  vectoru l  so lu ţ ie  

es te ( )0 , ... ,0 , ,1 , .... ,1 jxx = ,  unde nj ≤≤1 ,  j -un ic  ş i  ( ]1 ,0=jx .  Avem 

Gxg

n

i

ii =∑
= 1    

 .  Ne propunem să  ară tăm că  x  es te so lu ţ ie  opt imă .  
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 Demonstra ţ ie .  F ie  ( )nyyy , .... ,1=  so lu ţ ia  opt imă  ⇔  Gxg

n

i

ii =∑
= 1    

  ş i  

p resupunem xy ≠ .  Atunc i ,  f ie  nk ≤  ce l  mai  mic ind ice, as t fe l  

încât  kk xy ≠  ( )kkii xykixy ≠−==   ,1  ,1      , .  Porn ind de la  so lu ţ ia  y  vom 

constru i  o  nouă  so lu ţ ie  opt imă  y′  cu propr ie ta tea ii xy =' ,  ni   ,1    = .  

Repetând procedeul  până  când nk =  vom a junge la  o  so lu ţ ie 

opt imă  care co inc ide cu x .  

 Observa ţ i i :  

1.  jk ≤ .  Dacă  presupunem jk > ,  a tunc i  Gxg

n

i

ii >∑
= 1    

  

( ∑
=

n

i

ii xg

1    

  >  Gxg

n

i

ii =∑
= 1    

 )  ş i  y  nu ar  mai  f i  so lu ţ ia  pos ib i lă .  

2.  kk xy < .  Când jk > ,  avem 1=kx  ş i  kk xy ≠  ⇒  kk xy =<1 .  

Când jk = ,  putem presupune ⇒> kk xy ∑
=

n

i

ii yg

1    

  > Gxg

n

i

ii >∑
= 1    

  ( fa ls ) .  

Dec i kk xy < .  

 F ie  ( ) ( )nkkkkkk yyxyyxyyy ′′=′′=′ ++− , .... ,, ,1 , .... ,1, .... , , ,, .... , 1    1    1    1  cu ii yy  ε=′ ,  

nki  ,1    += ,  as t fe l  încât  greutatea maximă  ob ţ inută  în  cazul  lu i  y  

să  f ie  men ţ inută  ş i  pentru y′ .  Notăm ρ(ε )= [g k xk+ε∑
>ki

g i y i ] -

[g kyk+∑
>ki

g i y i ]  

 ρ (1)=g k (xk -y k )>0      
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 ρ (0)=g k xk -g ky k -∑
>ki

g i y i =∑
−

=

1

1

k

i

g i x i +g k xk -∑
−

=

1

1

k

i

g i y i -g ky k -

∑
>ki

g i y i =∑
=

k

i 1

g i x i -∑
=

n

i 1

g i y i ≤G-G=0 

 ρ (1)>0  ş i  ρ (0)≤0 ⇒  ∃  ε∈[0,1)  as t fe l  încât  ρ(ε )=0  

⇒g k xk+∑
>ki

g i y i  =g ky k+∑
>ki

g i y i  

 ⇒∑
=

n

i 1

g i y’ i =∑
=

n

i 1

g i y i  ⇒y’  es te so lu ţ ia  pos ib i lă .  

 Ş t im că  f (y )  es te  maximă .  

 f (y ’ )  –  f (y )=c kx k+∑
>ki

c iy i ′ -c ky k -∑
>ki

c iy i=c k (x k -y k ) -  ∑
>ki

c i (y i -

y i ′ )=c k /g k [g k (x k -y k ) -∑
>ki

c ig k /c k (y i-y i ′ ) ]  

 Dar ,  cum 
n

n

g

c

g

c
    ....    

1

1 ≥≥  ⇒  
n

n

c

g

c

g
    ....    

1

1 ≤≤ .  Rezul tă  că  pentru ki > ,  

avem  
k

k

i

i

c

g

c

g
    > .  În locu ind 

k

k

c

g
 cu 

i

i

c

g
 ob ţ inem: 

f (y ’ )–

f (y)≥c k /g k [g k (x ky k )+∑
>ki

g i (y i y i ′ ) ]=c k /g k [ (g kx k+∑
>ki

g iy i ′ ) -

(g ky k+∑
>ki

g iy i ) ]=c k /g k ρ (ε )=0 

 Rezul tă  ( ) ( )yfyf   ≥′  ş i  ( )yf   maximă .  Rezul tă  ( ) ( )yfyf   =′ .  Dec i  y′  

es te so lu ţ ia  opt imă .  

  



          Petre          
 
 

  25 

 

 Cazul  discret   

Vectoru l  ( )nyyy , .... ,1=  es te so lu ţ ie  pos ib i lă  dacă  { } 1 ,0   ∈iy  ş i  

Gyg

n

i

ii >∑
= 1    

 .  So lu ţ ia  pos ib i lă  y  es te opt imă  dacă  ( ) ∑
=

=

n

i

ii ycyf

1    

       

es te maximă  ( ∀  nk  ,1    =  cu 0=ky ,  dacă  

⇒<1ky kiGgGyg k

n

i

ii ≠>+>∑
=

  ,   

1    

) .  

 procedure Rucsac_discret ( )cxcgGn  , ; , , ,  

     0  ,0 ←← CGi  

    for  1=i  to  n  do  

     i f  ( )GgG i <+1  then  

      1←ix  

      igGG +← 11 ,  icCC +←  

     else  0←ix  

     end_if  

    next  i  

  end_proc .  

 Din  a lgor i tmul  Rucsac_discret  rezu l tă  că  ∀ nk  ,1    =  cu 0=kx ,  

avem Gxg

n

i

ii    

1    

≤∑
=

 ş i  Ggxg k

n

i

ii    

1    

>+∑
=

.  Ne p ropunem să  ară tăm că  

vectoru l  ( )nxxx , .... ,1=  ob ţ inut  de a lgor i tmul  Rucsac_discret  es te  

so lu ţ ia  opt imă .  

 F ie  ( )nyyy , .... ,1=  so lu ţ ie  opt imă .  Presupunem xy ≠ .  
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 F ie  k  pr imul  ind ice ast fe l  încât  kk yx ≠  ⇔  ii yx = ,  1 ,1    −= ki .  

Atunc i  sunt  două  pos ib i l i tăţ i :  

1.  














≤+⇒=

>+⇒=

∑

∑
−

=

−

=

Ggygy

Ggxgx

k

k

i

iik

k

k

i

iik

       1

       0

1    

1    

1    

1     Contrad ic ţ ie ,  

dec i  acest  caz nu este  pos ib i l .  

2.  














>+⇒=

≤+⇒=

∑

∑
−

=

−

=

Ggygy

Ggxgx

k

k

i

iik

k

k

i

iik

       0

       1

1    

1    

1    

1     Contrad ic ţ ie ,  

dec i  n ic i  cazul  do i  nu este pos ib i l .  Atunc i  kk yx =  ⇒  yx =  ⇒  x  

es te so lu ţ ia  opt imă .  

 

1.4. METODA PROGRAMĂRII DINAMICE 

 
Această  metodă  se ut i l i zează  la  rezo lvarea unor  prob leme de  
opt imizare  care se re feră  la  un proces.  Procesul  parcurge s tă r i le  

nsss  , .... , , 10 ( ns  es te s tare f ina lă ,  0s  es te s tare in i ţ ia lă ) .   

 La f iecare t recere d in  s tarea 1    −is  în  s tarea  is  se ia  dec iz ia  id ,  

ni   ,1    =  pentru a se rea l i za acest  lucru.  La f iecare pas i ,  dec iz ia  

id  poate f i  a leasă  d in  mai  mul te  dec iz i i  pos ib i le ,  dar  cea care se 

ia  t rebuie să  f ie  opt imă .  În  genera l  dec iz i i le  ndd  , .... ,1  care conduc 

la  so lu ţ ia  prob lemei  t rebuie să  f ie  opt ime sat is făcând pr inc ip iu l  
opt imal i tăţ i i  (R.  Bel lmann).  Acest  pr inc ip iu  spune că ,  dacă  
s tă r i lo r  nsss  , .... , , 10  le  corespund dec iz i i le  ndd  , .... ,1  opt ime atunc i ,  

or icare ar  f i  i ,  la  ş i ru l  de s tă r i  nsss  , .... , , 10  le  corespund aceleaş i  

dec iz i i  opt ime iddd  , .... , , 21 ,  ia r  la  ş i ru l  de s tă r i  nii sss  , .... , , 1    +  

corespund aceleaş i  dec iz i i  opt ime ni dd  , .... ,1    + .  
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 Dacă  pr inc ip iu l  opt imal i tăţ i i  es te sat is făcut ,  metoda  
programă r i i  d inamice  presupune scr ierea unei  re la ţ i i  de 
recuren ţă  pentru dec iz ia  de la  pasul .  În  genera l  re la ţ i i le  de 
recuren ţă  sunt  de  două  t ipur i :  

•    ( )1    21  , .... , , −= ii dddfd  reprezentând procedeul  înapoi  

•  ( )niii dddfd  , .... , , 2    1    ++=  reprezentând procedeul  îna in te 

 Func ţ ia  f  determină  dec iz ia  de la  pasul  i  ţ inând seama de 
t recutu l  procesulu i  ( în  p r imul  caz)  sau de vi i to ru l  procesulu i  ( în  
a l  do i lea caz) .  
 

1.4.1. Procedeul înapoi 

 
 Problemă :  F ie  două  cuvin te s   respect i v  t  cu m  ş i  respect iv  
n  l i tere.  Să  se  t ransfo rme cuvântu l  s   în  cuvântu l  t   u t i l i zând  
opera ţ i i le :  

 " "a :  adăugarea unei  l i tere;  

 " "m :  modi f icarea unei  l i te re;  

 " "s :  ş tergerea unei  l i tere.  

 Transformarea să  se facă  pr in  u t i l i zarea unui  numă r  min im de 
opera ţ i i .  Să  se  af işeze costu l  t ransfo rmă r i i  (numă ru l  de opera ţ i i )  
ş i  cuvin te le  in te rmediare .  
 
 Rezolvare:  O so lu ţ ie  banală ,  care b ineîn ţeles nu este opt imă ,  
es te cea în  care la  s fâ rş i tu l  cuvântu lu i  s   se  adaugă  l i tere le   
cuvântu lu i  t   ş i  apoi  se ş terg pr imele m l i tere a le  cuvântu lu i  s ,  
in i ţ ia l .  O a l tă  so lu ţ ie ,  care în  cont inuare nu este  opt imă  dar  ma i  
bună  decât  pr ima,  s-ar  ap l ica în  cazul  în  care nm > .  În  acest  caz 
pr imele n  l i tere d in  s   s -ar  modi f ica pr in  l i tere le  d in  t   ş i  apoi  
s -ar  ş terge u l t imele nm −  l i tere.  Vom rezolva p roblema fo los ind 
procedeul  înapoi  a l  p rogramă r i i  d inamice.  

 Cons iderăm o matr ice ( ) ( )1    1cost +×+ nm  a le  că re i  e lemente ijtcos  

au semni f ica ţ ia :  (numă ru l  de t ransfo rmă r i )  cos tu l  t ransformă r i i  
pr imelor  i  caractere a le  cuvântu lu i  s  în  p r imele j  caractere a le  

cuvântu lu i  t .  În  f ina l  ne in teresează  ( )nm  ,cost ,  aceasta f i ind 
va loarea  min imă  de opera ţ i i  cerută  de p roblemă .  

 Să  urmă r im modul  de  ca lcu l  a l  va lo r i i  ijtcos :  
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 −  dacă  l i te ra de pe pozi ţ ia  i  a  cuvântu lu i  s  es te egală  cu l i tera  
de pe pozi ţ ia  j  a  cuvântu lu i  ( )ji tst =  a tunc i  1     ,1    cos  cos −−= jiij tt  (nu  

se face n ic i  o  opera ţ ie  în  p lus  fa ţă  de pasul  an ter ior) ;  

 −  dacă  ji ts ≠  a tunc i :  

 1.  Transformarea pr imelor  i  l i tere d in  s  în  pr imele j  l i tere d in  
t  poate der iva d in  t rans formarea pr imelor  1−i  l i tere d in  s  în 
pr imele 1−j  l i tere d in  t  la  care se adaugă  opera ţ ia  de 

modi f icare a l i tere i  i  d in  s ,  is ,  cu l i tera j  d in  t ,  jt .  A tunc i :  

1     ,1    cost  cos −−= jiijt .  

 2.  Transformarea pr imelor  i  l i tere d in  s  în  pr imele j  l i tere d in  

t  poate der iva d in  t rans formarea pr imelor  1−i  l i tere d in  s  în 
pr imele j  l i tere d in  t  la  care se adaugă  opera ţ ia  de ş tergere a 
l i tere i  is  ( l i tera de pe  pozi ţ ia  i  a  cuvântu lu i  s ) .  Atunc i :  

1  cost  cos   ,1    += − jiijt  ( is  se ş terge) .  

 3.  Transformarea pr imelor  i  l i tere d in  s  în  pr imele j  l i tere d in  

t  poate der iva d in  t ransformarea pr imelor  i  l i tere d in  s  în  
pr imele 1−j  l i tere d in  t  la  care se adaugă  opera ţ ia  de 
″adăugare″  a  unei  l i te re.  Mai  prec is ,  la  cuvântu l  in termediar  
ob ţ inut  în  s  la  pasul  anter ior ,  se adaugă  pe pozi ţ i a  j ,  l i tera jt .   

 Atunc i :  1  cos  cos   ,1    += − jiij tt .  În  f ina l :  

 { }





+

=
=

−−−−

−−

 cos  ,cos  ,cos   min    1

            cos 
    cos

1      ,  ,1    1      ,1    

1      ,1    

jijiji

jiji

ij
ttt

tsdacăt
t  

 
 Se observă  că  la  f iecare  pas se a lege var ianta care conduce la 
un numă r  min im de t ransformă r i .  A l t fe l  spus,  la  pasul  curent  
va loarea  ijtcos  es te min imă  pos ib i lă .  Pen tru  rea l i zarea  

a lgor i tmulu i  vom cons idera l in i i le  ş i  co loanele matr ice i  tcos  
numerotate m , ... ,0  respect iv n , ... ,0 .   

Coloana 0 va avea va lo r i le :  

 0cos 0 ,0 =t :  costu l  t ransformă r i i  cuvântu lu i  v id  în  cuvântu l  v id ;  

 1cos 0 ,1 =t :  costu l  t ransformă r i i  cuvântu lu i  1s  în  cuvântu l  v id  (o 

ş tergere) ;  
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mtm =0 ,cos  costu l  t ransformă r i i  cuvântu lu i  mss  , .... ,1  în  cuvântu l  

v id  ( m  ş terger i ) .  

L in ia  0  va  avea va lor i le :  

 0cos 0 ,0 =t ;  

 0cos 1 ,0 =t  costu l  t ransformă r i i  cuvântu lu i  v id  în  cuvântu l  1t  (o  

adăugare) ;  

 nt n = ,0cos  costu l  t ransformă r i i  cuvântu lu i  v id  în  cuvântu l  ntt  , .... ,1  

( n  adăugi r i )  

 

Exemplu.  Să  t ransfo rmăm cuvântu l  ″Cor ina″  în  cuvântu l  
″Cris t ina″ .  

Matr icea tcos  va f i :  

0L

 
 

 4cos 8 ,6 =t  reprezin tă  numă ru l  min im de t ransformă r i  a le  

cuvântu lu i  ″Cor ina ″  în  cuvântu l  ″Cris t ina  ″ .  

 
 Să  urmă r im ş i ru l  de t ransformă r i .  
 Observa ţ ie :  
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( ) ( )
( )1      ,

  ,1          1      ,1    

−

−−−

ji

jiji

 
 

 Calcu lu l  se face ast fe l :  

 ( )1  ,1  min −− ji  ş i  se compară  pe rând cu pozi ţ i a  ( )ji   ,1−  ş i  

( )1 , −ji .  

 
 
 
 

Transformarea 
primelor i  

caractere din s în 
primele j  caractere 

din t  

 

 

====  

Transformarea 
primelor 1i  

caractere din s 

în primele 1j  

caractere din t  

 

Opera ţ ia   

(6 ,  8)  ====  (5 ,7)  ″−″  

(5 ,7)  ====  (4 ,6)  ″−″  

(4 ,6)  ====  1  +  (4 ,5 )  6   " "      " " tilita =←  

(4 ,5)  ====  1  +  (4 ,4 )  5   " "      " " tilita =←  

(4 ,4)  ====  1  +  (4 ,3 )  4   " "      " " tilita =←  

(4 ,3)  ====  (3 ,2)  ″−″  

(3 ,2)  ====  (2 ,1)  ″−″  

(2 ,1)  ====  1  +  (1 ,1 )  2   " "      " " solits =←  

(1 ,1)  ====  (0 ,0)  ″  ″  

 

Dec i  Cor ina →  Cr ina →  Cr isna →  Cr is tna  →  Cr is t ina 
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1.4.2. Procedeul  înainte 

 

 Problemă :  F ie  ş i ru l  ( )ikii aaaA  , ... , ,    21= .  Să  se determine ce l  mai 

lung subş i r  c rescă tor  a l  lu i  ( )
kiii aaaA  , ... , ,  

21
 unde:  

kiii aaa     ....        
21

≤≤≤ ,   kiii     ....        21 <<< .  

 
 Rezolvare:  Pen tru a respecta pr inc ip iu l  programă r i i  d inamice 
facem urmă toarea p resupunere:  dacă  ( )

kii aa  , ... ,
1

 es te subş i r  

c rescă tor  de lungime maximă ,  a tunc i  { } 1  ...., ,2 ,1      −∈∀ kj  subş i ru l  
( )

kj iii aaa  , ... , ,
2

 es te subş i r  c rescă tor  de lungime maximă  care  

începe în  
jia .   

 Notăm cu il ,  numă ru l  e lemente lor  ce lu i  mai  lung subş i r  

c rescă tor  care începe cu  ia .  Atunc i :   

 
{ }





−=≤≤+<+=

=

1 ,1          ,         1      ,/l  max    1     

1 

k ninkiaal

l

kii

n
 

 Pr in  conven ţ ie ,  { } 0      max =Φ .   

 Dacă  vom dete rmina { }nilnr i ≤≤= 1/  max    ,  a tunc i  prob lema este 

rezolvată  pentru că  nrli =
0

 es te lungimea maximă  a  subş i ru lu i  

c rescă tor  iar  acesta începe cu 
0i

a .  Determinarea efect ivă  a  

e lemente lor  ş i ru lu i  se face începând cu 
0i

a  ş i  cons iderând toate  

e lemente le  d in  A  care respectă  ord inea crescă toa re.  
 

 procedure  Secvmax  [ ]( )0  ,; .....1    , inrnan  

   var  max`  ,  , ki :  in teger ;  

   l [1…n] de t ip  in teger  

   1=nl ,  0=nr  

   for  1−= ni  downto 1  do  

    0max =  

    for  1        += ik  to  n  do  
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     i f  ( )ki aa <  and ( )max>kl  then  kl=max   

     end_if  

         next  k  

        max+= lli  

         i f  nrli >  then  

     iilnr i == 0  ,  

         end_i f  

    next  i  

 end_proc .  

 
 

1.4.3. Procedeul combinat 

 

 Problemă :  Să  se ca lcu leze produsul  nAAA    ....    21 ××× ,  unde 

ni   ,1      =∀ .  iA  es te o matr ice de ord in  1      +× ii dd ,  as t fe l  încât  să  se  

efectueze un numă r  min im de înmul ţ i r i .  

 Rezolvare:  În  genera l ,  pentru  două  mat r ic i  pxqB  ş i  qxrC ,  

numă ru l  de înmul ţ i r i  pentru a ca lcu la  produsul  CB ×  es te ... rqp .  
Produsul  matr ic i lor  nu  este comutat iv dar  es te asoc iat iv.  În  
cazul  ce lor  n  matr ic i  exis tă  ( )! 1−n  pos ib i l i tăţ i  de a le asoc ia.  
Dint re  toate aceste asoc ier i  t rebuie a leasă  cea  în  care numă ru l  
to ta l  de înmul ţ i r i  să  f ie  min im.  Ia tă  un exemplu:  

 ( ) ( ) ( ) ( )1001     1100     1001     1100 4321 , A, A, A, A ×××  

 În  asoc ierea ( ) ( )4321             AAAA ×××  se execută  1 .020.000 înmul ţ i r i ,  

ia r  în  asoc ierea  ( )( ) 4321       AAAA ××× ,  care este opt imă ,  se execută  

10.200 înmul ţ i r i .  
 
 Vom ut i l iza metoda p rogramă r i i  d inamice pentru a găs i  
asoc ierea opt imă  d in t re  ce le  ( )! 1−n  pos ib i le .  

 Pentru nji ≤≤≤1  in t roducem valoarea ( )jit , cos  =  numă ru l  min im 
de înmul ţ i r i  necesar  pentru a ca lcu la  produsul  jii AAA    ....     1    ××× + .  
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Vom cons idera ( ) 0    , cos =jit .  Observăm că  
( ) 2    1     , ,    1  ,  cos ++=+ iii dddiit ,  1        1 −≤≤ ni .  

 În  genera l ,  ( ) ( ) ( ){ }  , , ,1  cos  , cos  min, cos 1    1    +++++= jki dddjktkitjit ,  

unde min imul  es te luat  pentru  jk     i ≤≤ .  

 Această  u l t imă  formulă  poate f i  în ţeleasă  as t fe l :   

( ) ( )
448447644 844 76 jkik

A

jk

A

kiijiiij AAAAAAAAA

,1

......... 111  

+

××××=×××= +++  

unde k  es te va loarea pen tru care se rea l izează  min imul  de mai  
sus.  Pr imele două  va lor i  d in  sumă  corespund fac tor i lor  
( )ki AA    ....  ××  respect iv ( )jk AA    ....  1  ××+ ,  ia r  1    1    ++ ⋅⋅ jki ddd   es te  

numă ru l   de  înmul ţ i r i    pent ru  produsul  
( ) ( )1    1     ,1    1      ,, ++++ × jkjkkiik ddAddA .  

 Formula costu lu i  permi te  ca lcu lu l  va lor i lor  ( ) ,  cos jit  în  ord inea 
descrescă toare a d i feren ţei  1−j .  Pentru ca lcu lu l  tu turor  va lo r i lor  

( ) ,  cos jit  fo los im procedura:  

 

procedure Prodmat (d [ ]1     .... 1 +n ;cost  [ ]nn  .... 1  ,  .... 1 )  

  for  1=i  to  n  do  

   ( ) 0    ,  cos =iit  

  for  1=k  to  1−n  do  

       for  1=i  to  kn −  do  

            kij +=  

             
( ) ( ) ( ){ }  , , ,1cos ,cos  min,cos 1    1    +++++= jli dddjltlitjit ,   jl         1 ≤≤  

     ( ) 1     ,  cos =ijt ,  unde l  es te va loarea pentru care se rea l i zeaza  
min imul  

    next  i  

  next  k  

end_proc 

 

 Observăm că  toate va lo r i le  ( ) 0     ,  cos =jit  sunt  scr ise deasupra 
d iagonale i  pr inc ipa le ,  i ar  ( ) 0     ,  cos =nit  reprezin tă  costu l  min im 
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cerut  de problemă ,  ad ică  numă ru l  min im de înmul ţ i r i  în  cazul  
asoc ier i i  opt ime.  

 Asoc ierea opt imă  o  vom găs i  dator i tă  va lo r i lor  ( )jit  ,  cos  
înscr ise sub d iagonala pr inc ipa lă .  Ast fe l ,  pentru ji < ,  f ie  

( )ijtk  ,  cos    = .   

 Atunc i  ş t im s igur  că  ( ) ( )jkkiji AAAAAA    ....          ....        ....   1    ×××××=×× + .  

Vom cont inua cu determinarea asoc ier i lor  d in  f iecare paranteză  
cercetând ( )kit   ,  cos  ş i  ( )jkt  ,1  cos + .  Ne vom opr i  când ( ) 0     ,  cos =jit ,  
acest  lucru desemnând un s ingur  fac tor ,  matr icea ( )jiAi  , .  

Formula completă  a  asoc ier i lor  o  vom determina începând cu 

( )1  ,cos nt .   

 Ia tă  o  procedură  care rea l izează  acestă  asoc iere .  
 
 

 procedure Asociere  ( )ji, ,  ji     ≤  

   ( )ijtk  ,  cos    =  

   i f  ( ) 0      ,  cos ≠kit  then  

    pr in t  ( '  ( ' ) ;  

      Asociere  ( )ki   , ;  

      pr in t  ( ' )  ' )  
   else  pr in t  ( 'A ' ,  i )  
   end_if  

   pr in t  ( ' x ' )  

   i f  ( ) 0      ,1  cos ≠+ jkt  then  

    pr in t  ( '  ( ' ) ,  asoc iere ( )jk   ,1+ ,  pr in t  ( ' )  ' )  

   else  pr in t  ( 'A ' ,  j )  
   end_if  

 end_proc 

 Apel  :  Asociere ( )n  ,1  

 


