
1. ALGORITMI SI COMPLEXITATE 

 

1.1. ALGORITMI 

 
Defini ţ ie :  Un a lgor i tm este o procedură  (o  mul ţ ime f in i tă  de regul i  b ine def in i te)  care  
îndepl ineş te  un ob iect iv  prec is .  Algor i tmul  p leacă  de la  o  s tare in i ţ ia lă  ş i  se termină  în t r -o  
s tare f ina lă .  
 
 Un exemplu s implu de a lgor i tm este re ţeta de bucă tă r ie .  Major i ta tea a lgor i tmi lor  sunt  mai  
complecş i :  au paş i  care se repetă ,  neces i tă  dec iz i i .  Mai  mul t ,  a lgor i tmi i  pot  f i  compuş i  
pentru a crea a l ţ i  a lgor i tmi .  
 In i ţ ia l  conceptu l  de  a lgor i tm a reprezentat  o  p rocedură  pentru  rezolvarea unei  prob leme 
matemat ice (ex.  găs i rea d iv i zoru lu i  comun a  două  numere,  înmul ţ i rea a două  numere) .  
 În  forma sa actua lă ,  conceptu l  a  fos t  formal i zat  de că t re  Alan Tur ing ş i  A lonzo  Church în  
lucră r i le  lor  "Maş in i  Tur ing "  ş i  respect iv  "Lambda Calcu l " .  
 A lgor i tmi i  sunt  esen ţ ia l i  în  procesarea in forma ţ i e i  în  ca lcu la tor  deoarece un program de 
ca lcu la tor  es te pract ic ,  un a lgor i tm.  Din acest  punct  de vedere,  a lgor i tmul  poate f i  
cons iderat  ca "o secven ţă  de opera ţ i i  care po t  f i  executate de  că t re  un s is tem Tur ing  
complet " .  Exis tă  def in i ţ i i  a le  no ţ iun i i  de a lgor i tmi  care î i  leagă  de  "Maş ina Tur ing "  ($1 .2) .  
 
Defini ţ ie :  Un a lgor i tm este un proces de ca lcu l  def in i t  de că t re  o  maş ină  Tur ing (Gurev ich,  
2000).   
 
Deoarece procesează  in forma ţ ie ,  a lgor i tmul  c i teş te  date de la  un dispozi t i v  ş i  poate  
înreg is t ra  (sa lva)  date necesare a l tor  procesă r i .  Date le  sa lvate sunt  p r iv i te  ca o par te  a 
s tă r i i  in terne a a lgor i tmulu i .  În  pract ică  as t fe l  de s tă r i  sunt  înreg is t ra te în  "st ructur i  de 
date " .  Un  a lgor i tm neces i tă  ş i  date  in terne  pen tru opera ţ i i  spec i f ice.  Acestea se numesc 
" t ipur i  de date abstracte " .  
 
Un a lgor i tm t rebuie să  se termine sau nu ? 
Uni i  autor i  res t r ic ţ ionează  def in i ţ ia  a lgor i tmulu i  la  o  procedură  care se termină .  A l ţ i i  
cons ideră  că  a lgor i tmi i  sunt  procedur i  care pot  să  se execute la  in f in i t ,  o  as t fe l  de 
procedură  numindu-se "metodă  de ca lcu l " .  În  aceste cazur i  se cons ideră  că  a lgor i tmul  
t rebuie să  “genereze obiecte” .  
 
Exemplu:  Un a lgor i tm care ver i f ică  dacă  exis tă  mai  mul t  de un zero în t r -o  secven ţă  in f in i tă  
de c i f re  b inare a leatoare  t rebuie să  se execute la  in f in i t .  
 

1.1.1. Exprimarea algoritmilor 

 
Algor i tmi i  pot  f i  expr ima ţ i  p r in  mai  mul te  modur i :  

 −  l imbaj  natura l ;  

 −  pseudocod;  

 −  scheme log ice;  

 −  l imbaje de programare .  
 Expr imarea pr in  l imbaj  natura l  t inde să  f ie  compl icată  ş i ,  uneor i ,  ambiguă .  
 Pseudocodul  ş i  schemele log ice sunt  modal i tăţ i  s t ruc turate de expr imare  a a lgor i tmi lor  ş i  
sunt  independente de l imbaju l  de programare .  
 În  f ina l ,  l imbaju l  de  programare este p referat  deoarece reprezin tă  expr imarea 
a lgor i tmulu i  în t r -o  formă  ce poate f i  executată  de că t re  ca lcu la tor .  
  
Exemplul  1 :  Un  a lgor i tm  care găseş te  ce l  mai  mare numă r  d in t r -o  l is tă  de numere.  

 
L imbaj  natura l :  

1.  Admi tem că  p r imul  element  es te  ce l  mai  mare.  



2.  Examinează  f i eca re  d i n  e l emente le  rămase în  l i s tă  ş i  dacă  es te  mai  mare decât  "ce l  mai  
mare " ,  a t unc i  notează  aces t  fapt  (not ează - l  ca  f i i nd  "ce l  mai  mare " ) .  

3.  Ul t imul  e lement  nota t  es te  "ce l  ma i  mare " .  
 
Pseudocod :  

  In t ra re :  O l i s tă  L  de  e lement e  nev idă   

   Ieş i re :  Ce l  mai  mare e lement  d in  l i s ta  L  

ce l_mai_mare ←  0L  

for  e l ement  în  1  >L  do  

     i f  (e lement  >  ce l_mai_mare)  then  

     ce l_mai_mare ←  e lement  

    end_i f  

   retu rn  ce l_mai_mare 

 

Exemplul  2 :   A lgor i tmu l  lu i  Euc l id  pentru af larea ce lu i  mai  mare d iv izor  comun a două  
numere natura le .  
 
L imbaj  natura l :  

 Fi ind date  două  numere na tura l e  a  ş i  b ,  tes tează  dacă  b  es te  ze ro .  Dacă  da ,  a  es te  ce l  mai  mare 

d iv i zo r  comun.  Dacă  nu ,   repetă  p rocesu l  u t i l i zând pe  b  ş i  ce  rămâne după  împă r ţ i rea  lu i  a  la  b .  

 

Pseudocod:  

 funct ion  cmmdc(a,  b)  

        i f   0=b  then  return   a  

       else   retu rn   cmmdc(b,  a  mod b)  

    end_i f  

 

sau 

 funct ion  cmmdc(a,  b)  

        whi le   ba ≠  do  

           i f  ba >  then  baa −←  

          else  abb −←  

          end_i f  

    end_whi le  

 

Vom demonstra corect i tud inea acestu i  a lgor i tm.  

 F ie  rqbabaNba +=⇒>∈ ,, .  Să  ară tăm că  or ice d iv i zor  a l  l u i  a  ş i  b  es te d iv i zor  ş i  

pentru r .  Avem qbar −= .  Dacă  d  es te un d iv izo r  a l  lu i  a  ş i  b ,  f ie  sda = ,  tdb = .  Rezul tă  

( )dqtsqtdsdr  −=−= .  Dec i  d  es te d iv izor  a l  lu i  r .  Cum or ice d iv izor  a l  l u i  a  ş i  b  es te d iv izor  
ş i  pentru r  a tunc i  ş i  ce l  maim mare d iv i zo r  se re feră  ş i  la  r .  Este su f ic ient  să  cont inuăm 
procesul  cu numere le b  ş i  r .  Cum r  es te mai  mic  ca b  în  va loare absolută ,  vom găs i  0=r  
în t r -un numă r  f in i t  de  paş i .  
 

1.1.2. Clasificarea algoritmilor 

 
În  mul te  cazur i  se doreş te  a  se recunoaş te ,  pent ru un a lgor i tm dat ,  câte  resurse par t icu la re 
sunt  necesare ( t imp de execu ţ ie ,  memor ie  de s tocare) .  Este vorba  despre "anal i za  
a lgor i tmi lo r " .  Aceasta  depinde de "c las i f icarea a lgor i tmi lo r " .  



 

Clas if icare func ţ ie  de implementare: 

 •  recurs iv i  (se invocă  pe  e i  înş iş i )  ⁄  i te ra t iv i  (au construc ţ i i  repet i t i ve ) ;  

 •  log ic i  (con tro lează  deduc ţ i i  log ice) ;  

 •  ser ia l i  (un  s ingur  p rocesor  ş i  o  s ingură  ins t ruc ţ iune executată  la  un moment  dat)  ⁄  
para le l i  (mai  mul te  p rocesoare care executa ins t ruc ţ iun i  în  acelaş i  t imp)  ;  

 •  dete rmin is t ic i  (o  dec iz ie  exactă  la  f iecare pas) /  nedetermin is t ic i  ( rezo lvă  prob lema 
p lecând de la  presupuner i ) ;  
 

Clas if icare fuc ţ ie  de "des ign" (metodă) ,  ex. :  

 •  împarte ş i  s tăpâneş te  ( împarte problema în una sau mai multe ins tan ţe mai 
mic i) ;  

 •  programare dinamică  (caută  s tructur i  opt imale -  o solu ţ ie opt imală  a problemei 
poate f i  constru i tă  p lecând de la solu ţ i i le  opt imale a le subproblemelor) ;  

 •  metoda ″Greedy″  (caută  to t  structur i  opt imale cu deosebirea că  so lu ţ i i le la  
subprobleme nu trebuie să  f ie cunoscute la f iecare pas; a legerea ″Greedy″  se 
referă  la ″ce arată″  mai b ine la un moment  dat) .  
 
Clas if icare func ţ ie  de domeniu l de s tudiu – a lgor i tm ii  sunt :  
  de căutare, de sortare, numeric i ,  a lgor i tm i de grafur i ,  de geometr ie  
computa ţ ională ,  de învăţare automată ,  de cr iptograf ie ,  etc .  
 

Clas i f icare func ţ ie  de complexi ta te  

 Uni i  a lgor i tmi  se încheie în t r -un t imp l inear ,  a l ţ i i  în  t imp exponen ţ ia l ,  ia r  a l ţ i i  nu se 
încheie.  Din acest  punct  de vedere a lgor i tmi i  sunt  c las i f ica ţ i  în  c lase de echiva len ţă  bazate  
pe complexi ta te .  
In  cont inuare no i  vom f i  in teresa ţ i  de acest  u l t im  t ip  de c las i f icare.  

Pentru a formal i za concepte le  legate de ″Complex i ta tea Algor i tmi lor″  es te nevoie de un  
model  computa ţ iona l .  Un  ast fe l  de model  es te ″Maş ina Tur ing″ .  

 
 

1.2. MASINA TURING  

 

Defini ţ ia  1 .  Un a l fabet  Σ  es te o mul ţ ime nev idă  ş i  f in i tă  de  e lemente,  numi te  s imbolu r i :  

{ }nσσσ  , ... , , 21=Σ .  

Defini ţ ia  2 .  Un cuvânt  peste Σ  es te un t -up lu  
kiiix σσσ  ....

21
=  sau mai  s implu 

kiii σσσ  .... 
21

.  

Defini ţ ia  3 .  Un l imbaj  L  peste Σ  es te o submul ţ ime a lu i  ∗Σ .  Complementu l  lu i  L  es te  

LL
c    ∗Σ= .  Cuv inte le  în  ∗Σ  pot  f i  puse în  ord ine lex icogra f ică .  Ast fe l :   

 −  pentru  Nn∈∀  cuv in te le  de lungime n p recedă  cuv in te le  de lungime ( )1+n ;  

 −  pentru  or ice lungime,  ord inea este a l fabe t ică .  

 
Maş ina Tur ing constă  d in  urmă toare le :  

a .  1≥k  benzi  in f in i te  în  două  d i rec ţ i i .  Benzi le  sun t  const i tu i te  d in t r -un numă r  in f in i t  de  
ce lu le  în  ambele d i rec ţ i i .  F iecare bandă  a re o ce lu lă  d is t inc tă ,  ″celu la  de  s tar t″  sau ″celu la  

0″ .  În  f iecare ce lu lă  a  f i ecă re i  benzi ,  se poate scr ie  un s imbol  a l  unui  a l fabet  Σ .  Se poate  
admi te  ş i  ″celu la  goală″ ,  care con ţ ine ″s imbolu l  nu l″  a l  a l fabetu lu i .  

b .  F iecare bandă  are un cap de c i t i re /scr iere ş i  f iecare pas a l  acestu ia  se face pe bandă .  
Deplasarea poate  f i  Le f t ,  R i g h t ,  S t a y .  

c .  O uni ta te  cen tra lă  care este un  automat  f i n i t .  Stă r i le  acestu ia  sunt  d in  mul ţ imea Q .  
Exis tă  o  s tare d is t inc tă  ″START″  ş i  una ″STOP″ .  Unele maş in i  Tur ing iau în  cons idera ţ ie  o  
submul ţ ime F   a  lu i  Q  ca f i ind mul ţ imea de s tă r i  f ina le .  La f iecare pas,  automatu l  se af lă  



în t r -o  s tare iq ,  având ca in t ră r i  k  s imbolur i  (de pe ce le  k  benzi )  pe care capete le  de c i t i re  

le  c i tesc (s imbolur i le  curente) .  Ieş i rea este reprezen tată  de a l te  k  s imbolur i  pe care  

capete le  le  scr iu  pe benzi le  corespunză toare (s imbolur i le  no i )  s i  o  noua s tare jq .  F iecare 

capă t  excută  apoi  o  deplasare sânga,  dreap ta sau s tă  pe loc .  
 
Obs:  Pe o bandă ,  s imbo lu l  curent  ş i  ce l  nou nu  sunt  neapă ra t  d i fer i te .  

Rezumând,  o  maş ină  Tur ing determin is t ică  cu k  benzi  ( 1   ≥k )  es te qu int -up lu l  〉Σ〈 FqIQ  , , , , 0 ,  

unde:  

 Q :  mul ţ imea f in i tă  de s tă r i ;  

 Σ :  mul ţ ime f in i tă  −  a l fabetu l  (unde �  Σ∈  es te s imbolu l  nu l ) ;  

 I :  o  mul ţ ime f in i tă  de e lemente 〉′′〈 qmssq  , , , , ,  unde ∗∈′ Qqq, ,  
k

ss Σ∈', ,  { }k
tayighteft SRLm ,,∈  

mişcă r i le  pe ce le  k  benzi .  

0q  es te s tarea in i ţ ia lă .  Vom mai  cons idera ş i  QF ⊂  o  mul ţ ime de s tă r i  f ina le .  

 Quint -up lu l  〉′′〈 qmssq  , , , ,  es te  un pas (o  ins t ruc ţ iune)  a l  (a )  maş in i i  Tur ing unde:  

 q :  s tarea curentă ;  

 ),...,( 21 kssss = :  ce le  k  s imbolur i  curente  luate în  cons idera ţ i e  pe  ce le  k  benzi ;  

 ),...,,( ''
2

'
1 kssss =′ :  ce le  k  s imbolur i  care t rebuie scr ise;  

 ),...,,( 21 kmmmm = :  mişcă r i le  pe ce le  k  benz i .  

  '
q :  s tarea nouă .  

 
Enumeram câteva e lemente care caracter i zează  o  mş ină  Tur ing.   

In t rarea maş in i i  Tur ing:  ce le  k  cuvin te de pe ce le  k  benzi ,  scr ise in i ţ ia l  începand cu 
ce lu le le  ″zero″ .  

Ieş i rea maş in i i  Tur ing:  ce le  k  cuvin te  scr ise pe  benzi  în  momentu l  când maş ina Tur ing se  
opeş te .  În  mod f recven t ,  suntem in teresa ţ i  doare  de unul  s ingur .  

Starea g lobală  a maş in i i  Tur ing o  notăm cu  S  =  {starea curentă  a  au tomatu lu i ,  con ţ inutu l  
curent  a l  ce lor  k  benzi ,  pozi ţ i i le  curente a le  ce lor  k  capete} .  

Notăm cu S0  s tarea g lobală  in i ţ ia lă .  

Calcu lu l  determin is t  a l  maş in i i  Tur ing T  pentru in t rarea x  (unde ( )kxxx  , ... ,    1= ,  ia r  kxx  , ... ,1  

sunt  cuvin te )  î l  notăm cu ( )xT   ş i  es te secven ţa de s tă r i  g lobale  care începe cu s tarea  
in i ţ ia lă  0S ,  ia r  f iecare s tare g lobală  urmează  a l te ia  în  ş i r .   

 Rezul tă  că  maş ina  Tur ing determin is tă  es te caracter i zată  de  faptu l  că  are ce l  mul t  o  
in t rare pent ru or ice combina ţ ie  de s imbolur i  ş i  s tă r i .  
Dacă  x  es te un cuvân t  de in t rare,  a tunc i  spunem că  procesul  de ca lcu l  a l  maş in i i  Tur ing,  
pentru x ,  se opreş te  dacă  ( )xT   es te f in i tă  ş i  u l t ima s ta re este f ina lă .  

 Cuvâ tu l  x  es te acceptat  de maş ina Tur ing T  dacă  ( )xT   es te f in i tă  ş i  dacă  u l t ima s tare 
este o s tare de accepta re.  Vom cons idera două  s tă r i  f ina le  mai  impor tante:  

 •  Aq :  s tarea de accepta re;  

 •  Rq :  s tarea de re jec tare.  

 Pentru maş ina Tur ing T  notăm cu ( ) ( ){ }Aq cuincheiesexTxTL       /           ∗Σ∈= ,  l imbaju l  acceptat  de  

maş ina T .  

 
Maş ina Tur ing nedete rmin is tă  este caracter izată  de faptu l  că  pentru or ice s tare q  ş i  s imbol  

s ,  or icare d in t re  s tă r i le  d in  Q  poate f i  s tare urmă toare.  Unei  s tă r i  g lobale S  î i  poate urma 
or ice s tare g lobală  P .  

 
Prezentăm câteva exemple de maş in i  Tur ing.  Vom descr ie  ins t ruc ţ iun i le  as t fe l :  
(s tare_curenta,  s imbol_curent)  →  (s tare_noua,  s imbol_nou,  increment) .  
 



Exeplul  1 .  Maş ină  Tur ing care nu are la  in t rare n ic iun cuvânt  iar  la  ieş i re  t ipă reş te  
cuvântu l  “HELLO” .   
 

Stare 
curentă  

Simbol 
curent 

Stare nouă  Simbol nou Increment 

0q  □  
Hq  H +  1  

Hq  □  
Eq  E +  1  

Eq  □  
1Lq  L  +  1  

1Lq  □  
2Lq  L  +  1  

2Lq  □  
Oq  O 0 

Oq  0  Aq  O 0 

            q0   

            ↓  

1 .  □  □  □  □  □  □  □  

 ↑  

0s  

 

Hq  

     

2 .  H       

  ↑  

Hs  

 
 

Eq  

    

3 .  H E □      

   ↑  

Es  

 
 

1Lq  

   

4 .  H E L □     

    
1Ls  

 

2Lq  

  

5 .  H E L L O   

      

Oq  

  

6 .  H E L L O   

     
0s  

Aq  

  

7 .  H E L L O   

     
As    

 

Exemplul  2 .  Maş ina Tur ing care determină  cuvin te le  po l indrom a le a l fabe tu lu i  { } 1 ,0 .  

 

Stare curentă   Simbol curent   Stare nouă  Simbol nou Increment 



0s  0  
0q  □  +  1  

0q  0  
0q  0  +  1  

0q  1  
0q  1  +  1  

0q  □  
0Rq  □  −  1  

s 0  1  
1q  □  +  1  

1q  0  
1q  0  +  1  

1q  1  
1q  1  +  1  

1q  □  
1Rq  □  −  1  

0Rq  0  
REVq  □  −  1  

1Rq  1  
REVq  □  −  1  

0Rq  1  
Rq  □  0  

1Rq  0  
Rq  □  0  

REVq  0  
REVq  0  −  1  

REVq  1  
REVq  1  −  1  

REVq  □  
0s  □  +  1  

0s  □  
Aq  □  0  

  

Mul ţ imea s tă r i l o r  es te { },,,,,,,q 
0100 RRREVAR qqqqqsQ = .  

In  urmă toare le  exemple de ca lcu l  pentru această  maş ină ,  cuvântu l  s  =  0110 va f i  accepta t  
iar  cuvân tu l  s  =  0111 va f i  re jec tat .  
 
 
 
 
 

P1 :  
0s  ,  0  1  1 0  

  ↑      

P2 :  
0q  ,  □  1  1  0  

   ↑     

P3 :  
0q  ,  □  1  1  0  

    ↑    

P4 :  
0q  ,  □  1  1  0  

     ↑   

P5 :  
0q ,  □  1  1  0 □  

      ↑  



P6 :  
0Rq ,  □  1  1  □  □  

     ↑   

P7 :  
REVq ,  □  1  1  □  □  

    ↑    

P8 :  
REVq ,  □  1  1  □  □  

   ↑     

P9 :  
REVq ,  □  1  1  □  □  

       

P1 0 :  
0s ,  □  1  1  □  □  

   ↑     

P1 1 :  
1Q ,  □  □  1  □  □  

    ↑    

P1 2 :  
1Q  ,  □  □  1  □  □  

     ↑   

P1 3 :  
1Rq ,  □  □  1  □  □  

    ↑    

P1 4 :  
REVq ,  □  □  □  □  □  

   ↑     

P1 5 :  s 0  ,  □  □  □  □  □  

    ↑    

     P1 6 :  
Aq  

Accept    

 

P1 :  
0s  ,  0  1  1 1  

       

P2 :  
0q  ,  □  1  1  1  

   ↑     

P3 :  
0q  ,  □  1  1  1  

    ↑    

P4 :  
0q  ,  □  1  1  1  

     ↑   

P5 :  
0q  ,  □  1  1  1 □  

      ↑  

P6 :  
0Rq ,  □  1  1  1 □  

     ↑   

P7 :  Rq ,  □  1  1  □  □  

  Reject  ↑   



 
 

In  cont inuare dăm enun ţul  a  două  teoreme.  
 

Teorema 1.  Pent ru or ice  1  ≥k  ş i  o r ice a l fabet  Σ ,  ex is tă  o  maş ină  Tur ing cu ( )1+k  benzi .  

 

Teorema 2 .  Pent ru or ice maş ină  Tur ing S  cu k  benzi ,  ex is tă  o  maş ină  Tur ing T  cu o  

bandă  care în locu ieş te  pe S  în  urmă toru l  sens:  pentru or ice cuvânt  ∗Σ∈x ,  maş ina S  se 

opreş te  în t r -un numă r  f in i t  de paş i  la  in t ra rea  x  dacă  ş i  numai  dacă  T  se opreş te  la  

in t rarea x  ş i ,  la  opr i re ,  ace laş i  lucru este scr is  pe u l t ima bandă  a  lu i  S  ş i  pe banda lu i  T .  

Mai  mul t ,  dacă  S  face N  paş i ,  a tunc i :  T  face ( )2
  NO  paş i .  

  
O maş ină  Tur ing care este capabi lă  să  s imuleze o r ice a l tă  maş ină  Tur ing,  se numeş te  
″Maş ină  Tur ing Universa lă″ .  

 

Calcu la toare le  moderne ,  cu programe înregis t ra te sunt  ″ ins tan ţe″  a le  unei  maş in i  Tur ing  
mai  sof is t icate numi tă  ″Maş ină  Program cu acces a leator″  (Random Acces Stored Program 
Machine −  RASP).  
 RASP înregis t rează  programul  în  memor ie .  Programul  es te o secven ţă  f in i tă  de s tă r i  a le  
maş in i i  (numi te  ş i  ins t ruc ţ iun i ) .  RASP are un umă r  in f in i t  de reg is t r i i  −  ce lu le  de memor ie  
care pot  con ţ ine o r ice în t reg.  

 RASP este caracte r i zată  de ″adresarea  ind i rec tă ″  −  con ţ inutu l  unui  reg is t ru  poate ″ară ta″  
spre adresa or ică ru i  a l t  reg is t ru .  
 

1.3. MĂSURAREA COMPLEXITĂŢ I I  

 
Exis tă  două  t ipur i  de măsură  a  complexi tăţ i i  a lgor i tmi lor .  

 
Măsura s ta t ică  es te bazată  pe s t ruc tura a lgor i tmulu i .  
Măsura d inamică  es te bazată  pe ca l i ta tea a lgor i tmulu i ,  in t ră r i le  lu i ,  comportamentu l  
ca lcu la toru lu i  în  t impul  execu ţ ie i  a lgor i tmulu i .  
De in teres este  măsura d iamică .  
În  genera l ,  o  măsură  a  complexi tăţ i i  Φ  es te independentă  de modelu l  computa ţ iona l  dacă ,  
în  rapor t  cu o mul ţ ime { }iP  de a lgor i tmi ,  are  propr ie tăţ i le :  

 1 .  i ∀  domeniu l  lu i  iΦ  es te acelaş i  cu a l  lu i  iP ,  ia r  codomeniu l  es te inc lus  în N ,  unde 

iΦ este măsura lu i  iP ;  

 2 .  Exis tă  un predicat  M ,  as t fe l  încât :  ( ) ( ) mxmxiM i           , , =Φ↔ ,    mxi   ,  , ∀ .  

 Vom da o măsură  a complexi tăţ i i  d in  punct  de vedere a l  t impulu i  de execu ţ ie  a l  unui  
a lgor i tm.  Vom fo los i  ca  model  computa ţ iona l  maş ina Tur ing.  
 În  genera l ,  când vorb im despre t impul  de execu ţ i e  a l  unui  a lgor i tm,  ne gândim la  numă ru l  
de paş i  executa ţ i  de p rocesul  computa ţ iona l  (ca lcu lu l  determin is t )  asoc iat  a lgor i tmulu i .  
Când procesul  de ca lcu l  nu se opreş te ,  cons iderăm t impul  ca f i ind nedef in i t .  

 
Defini ţ ie .  Anal i za complex i tăţ i i  determină  t impul  în  care  opera ţ i i le  de bază  a le  unui  
a lgor i tm sunt  executate petru f iecare se t  de date  de in t rare .  

 
Sunt  mai  mul te  cazur i  în  care se determină  comp lexi ta tea  unui  a lgor i tm:  

1.  Cazul  defavorabi l ,  ( )nW  :  în  cât  t imp opera ţ i i le  de bază  sunt  executate în  cazul  
defavorabi l .  

2.  Cazul  ce l  mai  bun,  ( )nB :  în  cât  t imp opera ţ i i le  de bază  sunt  executa te în  cazu l  ce l  
mai  bun.  

3.  Fiecare caz,  ( )nT  :  în  cât  t imp opera ţ i i le  de bază  sunt  executate pent ru f iecare 
caz.  

4.  Cazul  mediu,  ( )nA :  în  cât  t imp opera ţ i i le  de bază  sunt  executa te în  medie.  



 
În  cont inuare dăm câteva exemple de  ca lcu l  a  complexi tăţ i i .  
 

Exemplul  1 .  Căutarea secven ţ ia lă  în t r -un  tab lou  [ ]ns ,...,1= :  

begin 

  l oca ţ i e  ←  1  

  whi le  ( loca ţ i e  ≤  n )  and (s [ l oca ţ i e ]  ≠  x)  do  

   l oca ţ i e  ←  l oc a ţ i e  +  1  

  end_whi le  

  i f  ( loca ţ i e  >  n )  then  

        l oca ţ i e  ←  0   /  ∗  e l ement  negăs i t  ∗ /  
  end_i f  

end 

 
Să  anal i zăm complexi ta tea în  ce le  patru  cazur i .  

1.  ( ) 1 += nnW  ⇔  e lementu l  x  nu este în  tab lou.  

2.  ( )nB  =  1  ⇔  x  se af lă  în  pr imul  e lement .  

3 .  ( )nT   nu se ca lcu lează  deoarece opera ţ i i le  de bază  nu sunt  executate de acelaş i  
numă r  de or i  pen tru toa te ins tan ţele de d imens iune n .  

4 .  Pentru  ( )nA :  

Cazul  1 .  x  es te în  tab lou.  Toate componente le  tab lou lu i  au va lor i  d i fer i te .  Rezul tă  că  

x  poate f i  găs i t  în  f iecare d in t re  e le  cu aceeaş i  p robabi l i ta te ,  
n

1
.  Rezul tă  că  

( ) ( )
2

1
    

2

1 
    

1
    

1
    

1
       

1  1  

+
=

+
⋅==⋅= ∑∑

==

nnn

n
k

nn
knA

n

k

n

k

.  
2

1+n
 es te,  pract ic ,  va loarea medie aş teptată  a  

compara ţ i i lo r .  
Cazul  2 .  x  se af lă  sau nu în  tab lou.  F ie  p  probabi l i ta tea ca e l  să  se af le  în  tab lou.  

Probabi l i ta tea ca e l  să  se af le  în  unul  d in e lemente este 
n

p
,  ia r  probabi l i ta tea ca e l  să  nu 

f ie  în  tab lou este  ( )p−1 .  

Dacă  x  se af lă  pe pozi ţ ia  k ,  vom avea k  t recer i  pr in  buc lă ,  ia r  dacă  x  nu apar ţ ine 

tab lou lu i ,  vom avea n t recer i .  Atunc i   
( ) ( ) ( )

=−+
⋅

+=−+
+

⋅

=−+=−+⋅= ∑∑
==

npn
npp

npn
n

p

pnk
n

p
pn

n

p
knA

n

k

n

k

222

1

1       1          

11  

     .
2

    1 
222









−+=

⋅
−+=

p
n

pnp
n

p
 

Pentru 1=p  rezu l tă  ( )
2

1
     

+
=

n
nA  ş i  pentru 5,0=p  rezu l tă  ( ) 1 3    += nnA .  

 
Exemplul  2 .  Sor tarea unui  tab lou [ ]ns ,...,1=  pr in  metoda in tersch imbă r i i .  

    
   begin 

  for  1=i   to   1−n  do  

       for   1+= ij   to  n  do  

     i f  [ ] [ ]( )isjs   <  then 

    ][][ jsis ↔  

     end_i f   

   end  

 

Notăm cu ( )nT  .numă ru l  de paş i  executa ţ i  de a lgor i tm .  



Opera ţ i i le  de bază  sunt :  compara ţ ia  [ ]is  cu [ ]js  ş i  sch imbarea [ ]is  cu [ ]js .  

Buc la exter ioară  se execută  de 1−n  or i .  
La pr imul  pas a l  buc le i  exter ioare se vor  executa  1−n  paş i  în  buc la  in te r ioară .  

La a l  do i lea pas a l  bucle i  exter ioare vor  f i  2−n  paş i  în  buc la  in ter ioară .  Apoi  3−n , 4−n  
paş i ,  e tc .  

Dec i  ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 
    12....21     

−
=+++−+−=

nn
nnnT ,  ia r  complexi ta tea este )(

2
nO .   

Urmă toare le  def in i ţ i i  rep rezin tă  cazur i  de mă rg in i re  a  complexi tăţ i i .  
  

Defini ţ ia  1 .  Pentru o  func ţ ie  ( )nf   notăm cu ( )( )nfO    mul ţ imea func ţ i i lo r  ( )ng ,  cu 

propr ie ta tea că  Rc ∈∃   ş i  Nn ∈0 ,  as t fe l  încât  ( ) ( )nfcng       ⋅≤ ,  0 nn ≥∀ .  

 

Exemplu.  ( ) 2  nnf =  ş i  ( ) nnng  10 
2 += .  

 22      10 ncnn ⋅≤+ ; ( ) 0 10 1
2 ≤+− nnc ;   ( )[ ] 0 10 1 ≤+− ncn ;    ( )[ ] 0 10 1 ≥+− ncn  

 Pentru un 
1

10
0 −

>
c

n  ,  pr ima inega l i ta te  este adevă ra tă .  

 

Defini ţ ia  2 .  Pentru o  func ţ ie  ( )nf   notăm cu ( )( )nf   Ω  mul ţ imea func ţ i i lo r  ( )ng ,  cu 

propr ie ta tea că  Rc ∈∃  ş i  +∈ Nn0 ,  as t fe l  încât  ( ) ( )nfcng   ⋅≥ ,  enn ≥∀ .  

 Exemplu l  1 .  ( )2
3    nn Ω∈  pentru că  nn ⋅≥ 1  3  pentru 1     ≥∀ n .  

 Exemplu l  2 .  
( ) ( )2

      
2

1 
n

nn
Ω∈

+
 .  Ast fe l ,  

 
( )

4
    

2
    

2
    

2

1
    

2
    

2

1 
2

nnnnnnn
=⋅≥

+
⋅≥

+
 pentru 2     ≥n .  

 Dec i  pentru 
4

1
    =c  ş i  20 =n  avem îndepl in i tă  condi ţ ia  impusă  în  def in i ţ ie .  

 

Defini ţ ia  3 .  Pentru o func ţ ie  ( )nf   notăm cu ( )( ) ( )( ) ( )( )nfnfOnf             Ω∩=Φ  mul ţ imea func ţ i i lo r  

( )ng ,  cu propr ie ta tea că  21, cc∃  ş i  Nn ∈0  as t fe l  încât  ( ) ( ) ( )nfcngnfc    21 ⋅≤≤⋅ ,  0 nn ≥∀ .  

 
Exemple de  c lase de complexi ta te :   

 ( )2
 nO :  ( ) ,8 log3 +n  2 4 n ,  7 5 +n ,  9 6 2 +n ,  ( )nn  log  2 ,  nn  2 5 2 +  

 ( )2
 nΩ :  2 4 n ,  23  3 4 nn + ,  9 6 2 +n ,  46   6 nn + ,  nn  2 5 2 + ,  n

n  42 +  

 ( )2
 nΦ :  2 4 n ,  9 6 2 +n ,  nn  2 5 2 +  

 
Prezentăm în cont inuare un a lgor i tm de cautare care are o complexi ta te  mai  bună  decât  
a logor i tmul  de cautare  secven ţ ia lă .  

 
 

Căutarea b inară  în  tab lou l  [ ] , ... ,1   ns .  

begin 

     min ←  1 ;  max ←  n ;  loca ţ ie  ←  0 ;  

     while  (min ≤  max)  and ( loca ţ ie  =  0)  do  

   mi j loc  ←  (min +  max)  d iv  2 ;  

   i f  (x =  s  [mij loc ] )  then loca ţ ie  ←  mi j loc  

   else  i f  (x <  s  [mij loc ] )  then  max ←  mi j loc−1 

          else  min ←  mi j loc  +  1  
          end_if  

   end_if  



     end_while 

 end 

 
Anal iza  complexi tăţ i i .  

Cons iderăm cazul  defavorabi l  ( )nW  .  Presupunem că  n  es te pute re a lu i  2 ,  mai  prec is  
k

n 2= .  Pr ima ins t ruc ţ iune d in  buc lă  în jumă tăţeş te  d imens iunea tab lou lu i  de căutare. 
Aceasta se în tâmplă  de f iecare dată  când se t rece pr in  buc lă .  
Pentru cazul  când x  es te mai  mic  sau mai  mare decât  toate e lemente le  d in  l is tă  vom ară ta  
că  ( ) ( ) 1 log     += nnW .  

Din  în jumă tăţ i rea secven ţei  de căutare deducem: 

( ) 1  
2

       +







=

n
WnW  

( ) 1    1  =W  

( ) ( ) 2    1  1     2  =+= WW  

( ) ( ) 3    1  2     4  =+= WW  

( ) ( ) 4    13    1  4     8  =+=+= WW  

( ) ( ) 5    14    1  8     16  =+=+= WW  

Să  demonstrăm pr in  induc ţ ie  că  ( ) ( ) 1      log      += nnW .  

Pentru 1    =n :  ( ) ( ) 1    1  log    1    1  +==W  

Presupunem ( ) ( ) 1      log      += nnW  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1     2 log 

   1    2 log     log    1    1     log    1           2  

+

=++=++=+=

n

nnnWnW
 

În  cazul  când k
n 2≠  avem în genera l  complexi ta tea   ))( (log 11)( log nOn =++ .  

A lgor i tmul  de sor tare b inară  es te un exemplu de problemă  Div ide-et - Impera  ($Error!  
Reference source not found. ) .  

 

1.3.1. Tipuri de probleme ş i  complexitatea lor 

 

( )( )nO  log  apare când o problemă  mai  mare este rezolvată  pr in  t ransformarea e i  în t r -o  
problemă  de d imesiune mai  mică  ( t ip  logar i tmic) ;  

( )nO  apare când f iecare e lement  a l  prob lemei  neces i tă  un mic  ef for t  ( t imp) de 
procesare ( t ip  l inear) ;  

( )( )nnO  lg   apare când o problemă  es te ″spartă″  în  mai  mul te  subprobleme rezolvabi le  
independent ,  iar  apoi  sunt  combinate so lu ţ i i le  ( t i p  l inear i tmic) ;  

( )2
 nO  apare când a lgor i tmul  procesează  toate perechi le  de e lemente a le  unei  

mul ţ im i  ( t ip  quadrat ic ) ;  

( )n
O 2  t ip  exponen ţ ia l .  

 



 
 
Pr imele t re i  curbe d in  s tânga graf icu lu i  de mai  sus reprezin tă  în  ord ine  (de la  s tânga la  

dreapta)  complexi tăţ i le  ( )n
O 2 ,  ( )2

 nO  ş i  ( )( )nnO  lg  .  

 
Ia tă  câteva cazur i  pract i ce de s tab i l i re  a  complexi tăţ i i .  
 
Cazul  de rezolvare  a l  unei  s ingure ins t ruc ţ iun i  ce  se execută  o  s ingură  da tă :  

  ( )1 O  

Cazul  de rezolvare :  

  for  1=i  to  n  do  

   s ;  

unde s  es te ( )1 O .  Rezul tă  complexi ta tea ( ) ( )nOOn  1 =⋅ .  

Cazul  de rezolvare :   

     for  1=i  to  n  do  

     for  1=j  to  n  do  

       s ;  

unde s  es te ( )1 O .  Rezul tă  complexi ta tea ( ) ( )2
  nOnOn =⋅ .  

Cazul  de rezolvare :  

      1    =h  

     while  ( )nh     ≤  do  

       s ;  

       hh ∗← 2  

   end_while 

aic i  var iab i la  h  ia  va lor i le  1 ,2,4,8…,  până  când depăşeş te  pe n .  Rezul tă  că  sunt   n2log1+  

t recer i .  Avem complexi ta tea ( )nO 2log .    

Cazul  de rezolvare :  

     for  1=i  to  1    −n  do  

     for  ij =  to  n  do  

        s ;  

Buc la in ter ioară  se execută  de i  or i  unde i  =  1 ,2,…,n .  Numă ru l  de execu ţ i i  es te  

∑
=

+
=

n

i

nn
i

1
2

)1( ,  dec i  complex i tatea este ( )2
 nO .  

Cazul  de rezolvare :  
   h  = n;  j  =1 
   while  j  <  h  do 
       for  i  =  1  to  n  do  

      s ;  



       h  ←  h /2  
   end_while  

Buc la in ter ioară  are complexi ta tea  ( )nO  ia r  buc la  exter ioară  execută   n2log  i tera ţ i i .  

Complexi ta tea este dec i  ( )nnO 2log .  

 

1.4. RECURSIVITATE 

În  genera l ,  spunem că  un ob iect  sau o metodă  es te recurs iv (ă )  dacă  se poate def in i  în  
func ţ ie  de e l  (ea)  însuş i  ( însăş i ) .  Mai  prec is ,  un ast fe l  de  ob iect  sau  metodă ,  se poate 
def in i  pr in :  

 −  câteva cazur i  s imple sau metode s imple;  

 −  regul i  care t ransfo rmă  cazur i le  complexe în  cazur i  s imple.  
 
Exemplu :  

 −  or ice pă r in te  are  un s t rămoş ;  

 −  pă r in ţ i i  o r ică ru i  s t rămoş  sunt  de asemenea s t rămoş i  a i  persoanei  cons iderate.  
 
Cazul  func ţ i i lo r :   
 O func ţ ie  es te def in i tă  recurs iv dacă  porn ind de  la  anumi te va lo r i  a le  e i ,  se pot  ca lcu la 
a l te  va lor i  p r in  autoapelarea func ţ ie i .  A l t fe l  spus ,  o  func ţ ie  recurs ivă  es te par ţ ia l  def in i tă  în  
termeni  de ea însăş i .  
 Def in i ţ ia  unei  func ţ i i  recurs ive t rebuie să  sat i s facă  condi ţ ia  de cons is ten ţă :  va loarea 
func ţ ie i  recurs ive t rebuie să  f ie  d i rec t  ca lcu labi lă  sau ca lcu lab i lă  cu aju toru l  unor  va lo r i  
d i rec t  ca lcu lab i le .  
 În  def in i rea unei  func ţ i i  recurs ive  t rebuie să  apară  ce l  pu ţ in  o  condi ţ ie  de opr i re  d in 
recurs iv i ta te .   

 Expres ia  unei  f i nc ţ i i  recurs ive este dată  de o re la ţ ie  de recuren ţă .  F ie  o  secven ţă  { } 1      ≥nnt  

ş i  Nk ∈ .  Dacă  avem:  

 kkknknkn tatatat  ....2    21    1  ++⋅+⋅= −+−++             

a tunc i  secven ţa este o secven ţă  recurs ivă  de o rd in  k ,  ia r  re la ţ ia  p recedentă  es te o re la ţ ie  
recurs ivă  de ord in  k .  

 

1.4.1. Exemple de funcţ i i  recursive 

 
1.  Formulă  recurs ivă  pent ru a lgor i tmul  lu i  Euc l id  

Pentru Nnm      , ∈ ,  nm >  avem ( ) ( )1 ,  , rncmmdcnmcmmdc = ,  unde 1r  es te res tu l  împă r ţ i r i i  lu i  m  

la  n .  Dec i   nmnmr /1 ∗−= .   

Atunc i  ( )   ,  cmmdcnmcmmdc = (  nmnmn / , ∗− ) .  

A lgor i tm Euc l id  scr is  ca func ţ ie  recurs ivă :  

function  ( )nmcmmdc  ,   

      i f  ( )0=n  then  re turn  m  

  else 

         return  cmmdc  (  nmnmn / , ∗− )  

  end_if  

end_func 

Apel :  răspuns  ←  ( )bacmmdc  ,  

 
Agor i tmul  Euc l id  scr is  ca procedură  recurs ivă  

procedure  cmmdc  ( in  :  m,  n ;  out  resu l t )  

      i f  ( )0=n  then  resu l t  ←  m 

  else  cmmdc  















∗− result

n

m
nmn   ;         ,  



      end_i f  

end_proc .  

Apel :  ( )raspunsbacmmdc   ;   ,  

 
2.  Func ţ ia  fac tor ia l  

   :  fact NN →  

    ( ) ( )



≥−∗

=
=

1               ,1   

0                                   1, 
     

ndacanfactn

ndaca
nfact   

 

function   ( )nfact  

     i f   ( )0=n   then re turn   1  

  else   re turn   ( )1 −∗ nfactn ;  

     end_i f  

end_func .  

 
Exemplu de  ca lcu l  e fect i v pent ru func ţ ia  fac tor ia l :  

fac tor ia l  (3)  
 fac tor ia l  (2)  
    fac tor ia l  (1)  
       fac to r ia l  (0 )   re tu rn  (0)  

 re turn  212 =∗  

    re turn   111 =∗  

re turn 623 =∗    

 
      

3.  Func ţ ia  putere n
x  

Pentru un în t reg 0>x  să  se ca lcu leze n
x ,  unde 0    ≥n .  Vom cons idera func ţ i a  

( )nxputere  ,  : NNN →× .  Evident  ( ) 1    0 ,  =xputere .  Atunc i ,  expres ia  recurentă  a  func ţ ie i  es te:  

( ) ( )



≥−∗

=
=

1                 ,1  ,   

0                                        1, 
      ,  

ndacănxputerex

ndacă
nxputere   

Corect i tud inea  def in i ţ ie i  rezu l tă  d in  1  0 =x  (pasul  de  ver i f icare)  ş i  nn
xxx ⋅=+   1   (pasul  de 

induc ţ ie ) .   

 Af i rmăm că  func ţ ia  (1)  a re complexi ta tea ( )nO  .  

 Notăm cu ( )nT   t impul  de execu ţ ie  a  func ţ ie i  pute re.  

 ( ) ( ) ( )1      1        OnTnT +−= ,  unde ( )1  O  es te t impul  necesar  pentru a re turna  va loarea x .  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ....    1    2    2    1      1        +∗+−=+−= OnTOnTnT  

 ( ) ( ) ( )1          0         OnTnT ∗+= .   

 Rezul tă  complexi ta tea ( )nO   .   

 Expr imând a l t fe l  func ţ ia  putere,  vom ob ţ ine un a lgor i tm cu o complexi ta te  mai  bună .  

 Observăm că  4
x  se poate ca lcu la  mai  uşor dacă  am calcu la t  2

x ,  deoarece ( )224
 xx = .  La 

fe l ,  ( )236
 xx = .  Notăm   22/ divnn =  

 Cons iderăm )2,(  2 divnxputerex divn =  ş i  notăm cu sqr  r id icarea la  puterea doi .  Atunc i  

( )( )






=
−

parndacăx

imparndacăx
divnxputeresqr

n

n

            , 

          , 
    2      ,    

1  

 

 Atunc i :  

 
( )( )

( )( )



=
parndacădivnxputeresqr

imparndacădivnxputeresqrx
x

n

              ,2      ,     

       ,2      ,      *   
    ,  



ia r  a lgor i tmul  complet  es te:  

 ( ) ( )( )
( )( )








∗

=

=

parndacădivnxputeresqr

imparndacădivnxputeresqrx

ndacă

nxputere

               ,2      ,    

         ,2      ,     

0                                                 ,1 

      ,   

 Notăm cu ( )nT   t impul  de execu ţ ie  pentru această  formulă .  F ie  
m

n 2= .  Atunc i :  

 ( )








>+








=

=
1          ,1    

2
   

1                           ,1 

     
npentru

n
T

npentru

nT  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1log11 2 ....22 12 2  2

02  1  +=+=+=+==+=+== −−
nmmTmTTTTnT

mmm Rezul tă  complexi ta tea 

( )nO 2log   .  

 
4.  Al te  exemple de func ţ i i  recurs ive:  

 
a) Fibonacc i :  NNfib →:  

           ( ) ( ) ( )



>−+−

==
=

2            ,2    1   

2    ,1                                            ,1 
     

nnnfib

nn
nfib  

 

 
 

b) Ackerman:  

( ) ( )
( )( )








−−

=−

=+

=

restnm, ack  mack  

n, mack  

mn

nmack

    ,1    ,1  

0                        ,11   

0                                       ,1 

    ,   

 
 
 

c) Manna −  Punel l i  

( ) ( )( ) [ )



∈+

≥−
=

120             ,2   

12                           ,1 
      

, xxff

xx
nmana  

 

1.4.2. Tipuri de recursie 

Pentru expr imare,  vom fo los i  func ţ i i le :  ( )xf  ,  ( )xg ,  ( )xh ,  ( )xi ,  ( )vu,  ϕ .  

 
a)  Recurs ia  l in ia ră  

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

 =

=
altfelxixhf

  truexpdacăxg
xf

         ,    ,      

                                    ,   
     

ϕ
 

Exemplu:  ( )   nfact  

 



b)  Recurs ia  ne l in iară  de  t ip  cascadă  

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

 =

=
altfelxifxhf

  truexpdacăxg
xf

        ,      ,      

                                         ,   
     

ϕ
 

Exemplu:  ( )
( ) ( )




>−+−

==
=

2                  ,2      1   

2            1                                          ,1 
      

naltfelnfibnfib

nsau n 
nfib  

 
c)  Recurs ia  ne l in iară  de t ip  împachetat  

( )
( ) ( )

( )( )( )( )

 =

=
altfelxhfff

  truexpdacăxg
xf

   ,........   ,    ......    

                                           ,   
       

Exemplu:  ( )   nmana  

 
 
 
 

1.4.3. Ecuaţ i i  recurente 

În  mul te  cazur i ,  anal i za  complexi tăţ i i  conduce la  ecua ţ i i  recurente ş i  la  rezo lvarea 
acestora.  Prezen tăm două  tehnic i  genera le  pent ru rezolvarea ecua ţ i i lo r  recurente.  
 
Teorema  1 .  Fie  ecua ţ ia  recurentă ,  omogenă  ş i  l in iară  cu coe f ic ien ţ i  constan ţ i ,  

0    ....         1    10 =++⋅+ −− knknn tatata .   

 Dacă  ecua ţ ia  sa caracter is t ică ,  0    ....     01    
10 =++⋅+ − rarara k

kk ,  are k  so lu ţ i i  d is t inc te,  

krrr  , ... , , 21 ,  a tunc i  s ingure le  so lu ţ i i  a le  ecua ţ i e i  recurente sunt  de forma 

0       ....      2211 =+++= k
kk

nn
n rcrcrct .  

 

Exemplu:  0    6   5  1  1  =+− −− nnn ttt ,  00 =t ,  11 =t .  

Ecua ţ ia  caracte r is t ică  es te 0  6     5  2 =+− rr .  Rezul tă  31 =r ,  22 =r .  So lu ţ ia  genera lă  es te 
nn

n cct 2   3   21 +=  ş i  d in  condi ţ i i le  in i ţ ia le  avem nn
nt 2  3  −= .  

 
Teorema  2 .  Fie r  rădăc ina de mul t ip l ic i ta te  m  pentru ecua ţ ia  caracter is t ică  a  unei  ecua ţ i i  

omogene,  l in iare ş i  recurente cu coef ic ien ţ i  cons tan ţ i :  

0      ....         1    10 =++⋅+ −− knknn tatata  

Atunc i  n
n rt   = ,  n

n nrt   = ,  nm
n

n
n rntrnt    , ..... ,    1    2 −==  sunt  toate so lu ţ i i  a le  ecua ţ i i  recuren te.  

F iecare d in t re  aceş t i  termeni  t rebuie in t rodus în  so lu ţ ia  genera lă  (p r in  adunare) .  
 

Exemplu:  Să  se rezolve:  0    9    15   7    3    2    1    =++− −−− nnnn tttt ,  0  0 =t ,  1  1 =t ,  2  2 =t .  

Ecua ţ ia  caracter is t ică  es te 0   9     15     7  23 =−+− rrr .  Rezul tă  1  1 =r ,  3  3 ,2 =r .   

So lu ţ ia  genera lă  es te  
nnn

n  nccct 33   1   321 ⋅⋅++=  ş i  d in  condi ţ ia  in i ţ ia lă ,  se lec tăm solu ţ ia  

1  3   3    1  −−+−= nn
n nt .  



 


