
LABORATOR NR 4

Gramatici LL(k). Analiza sintactică LL(k)

Fie  ),,,( SPNG Σ=  o  gramatică  neambiguă  şi  )(...21 GLaaaw n ∈= .  Atunci

există o unică derivare la stânga  110 ... −mppp  astfel incât  miS ii <≤⇒= + 0;, 10 ααα  şi

wm =α . Dacă βα Aaa ji ...1=  dorim ca secvenţa 1+iα  să poată fi determinată cunoscând

primele  j simboluri  (partea  din  cuvântul  de  intrare  citită  până  în  acel  moment),

următoarele  k simboluri  kjj aa ++ ...1  (pentru un anumit  k) şi neterminalul  A. Dacă aceste

trei cantităţi determină în mod unic producţia folosită pentru expandarea lui A, vom spune

că gramatica G este LL(k). Vom considera că neterminalul care derivează este cel mai din

stânga.

Definiţie.Fie  ),,,( SPNG Σ=  o gramatică independentă de context,  k un număr

natural şi ∗Σ∪∈ )(Nα . Definim funcţia )(αG
kPRIM  astfel:

}|{)( xanumitunpentruwxsikwsauwsikwwPRIM G
k

∗∗
∗ ⇒=⇒<Σ∈= ααα

Definiţie.Fie ),,,( SPNG Σ=  o gramatică independentă de context. Spunem că G

este LL(K) dacă:

(1) wxwwAS
∗∗

⇒⇒⇒ βαα

(2) wywwAS
∗∗

⇒⇒⇒ γαα

(3) )()( yPRIMxPRIM kk =

implică γβ = .

O gramatică este de tip LL dacă ea este LL(k) pentru un anumit k.

Teoremă. Fie  ),,,( SPNG Σ=  o gramatică  independentă  de context. Atunci  G

este  LL(k) dacă  şi  numai  dacă  este  adevarată  condiţia  :  NA∈∀  astfel  încât  există



derivarea  αwAS
∗

⇒  şi  pentru  orice  γβ →→ AsiA  producţii  distincte,  rezultă

φγαβα =∩ )()( kk PRIMPRIM .

Definiţie. Fie  ),,,( SPNG Σ=  o  gramatică  independentă  de  context.  Ea  se

numeste  LL(k) în  sens  tare  dacă  este  satisfacută  condiţia:dacă  γβ →→ AsiA  sunt

două A-producţii distincte, atunci

φγβ =∩ ))(())(( AURMPRIMAURMPRIM kkkk

Proprietate. Orice gramatică  LL(1) este  LL(1) în sens tare. Pentru  k>1 această

proprietate nu mai este adevarată.

Analiza sintactică de tip LL
Există  clase  de gramatici  independente  de context,  pentru  care  se pot

construi analizori sintactici care efectuează analiza unui cuvânt de lungime n

în  nc1  operaţii  şi  nc2  paşi,  unde  1c  şi  2c  sunt constante .  Algoritmii   se

caracterizează prin faptul că procesul de analiză este complet determinist iar

cuvântul  de  analizat  se  parcurge  o  singură  dată  de  la  stânga  la  dreapta.

Clasele de gramatici  sunt:

a) gramatici  LL(k),  care  permit  construirea  arborelui  de  derivare  stângă

privind k simboluri spre dreapta din poziţia curentă;

b) gramatici LR(k), care permit construirea arborelui de derivare la dreapta

privind k simboluri spre dreapta după simbolul curent;

c) gramatici de precedenţă, care permit construirea arborelui de derivare la

dreapta  determinând  partea  reductibilă  pe  baza  unor  relaţii  (de

precedenţă) între simbolurile gramaticii.

 Gramatici LL(k) 

Fie ( )SPNG ,,,∑=   o gramatică neambiguă şi ( )GLaaaw n ∈= ...21 .



Atunci  există  o  unică  derivare  la  stânga  110 ... −mppp  astfel  încât

miS i

p

i

i

<≤⇒= + 0;, 10 ααα  şi  wm =α . Dacă  βα Aaa ji ...1= , dorim ca secvenţa

1+iα  să  poată  fi  determinată  cunoscând  primele   j  simboluri  (partea  din

cuvântul  de  intrare  citită  până  în  acel  moment),  următoarele  k  simboluri

kjj aa ++ ...1  (pentru un anumit k) şi neterminalul A. Dacă aceste trei cantităţi

determină  în  mod  unic  producţia  folosită  pentru  expandarea  lui  A,  vom

spune că gramatica G este LL(k). 

Definiţie. Fie ( )SPNG ,,,∑=  o GIC , k un număr întreg şi ( )∗∑∪∈ Nα .

Definim 

funcţia ( )αG
kPRIM  astfel :

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⇒=⇒<∑∈=

∗∗
∗ xanumitunpentruwxsikwsauwsikwwPRIM G

k ααα /

Am notat cu x  lungimea secvenţei x . 

Definiţie. Fie ( )SPNG ,,,∑=  o GIC.  G este LL(k) dacă:

(1) wxwwAS
∗∗

⇒⇒⇒ βαα

(2) wywwAS
∗∗

⇒⇒⇒ γαα

(3) ( ) ( )yPRIMxPRIM kk =

implică γβ = .

O gramatică este de tip LL dacă ea este LL(k) pentru un anumit k.

Teoremă. Fie  ( )SPNG ,,,∑=  o  GIC .  Atunci  G este  LL(k)  dacă  şi

numai dacă  este adevărată  condiţia :  NA∈∀ astfel  încât există  derivarea

αwAS
∗

⇒  şi  pentru  orice  β→A şi  γ→A  producţii  distincte,  rezultă

( ) ( ) =∩ γαβα kk PRIMPRIM ∅



Definiţie. Fie  ( )SPNG ,,,∑=  o GIC  ; definim funcţia ( )βkURM  unde

k este un întreg pozitiv iar ( )∗∑∪∈ Nβ  astfel:

 ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈⇒=

∗

γαβγβ kk PRIMwsiSwURM |  .

Funcţiile  kPRIM  şi kURM  pot fi extinse la mulţimi de cuvinte formate peste

alfabetul ∑∪N  :dacă ( )∗∑∪⊆ NL , atunci 

( ) ( ){ }LsiPRIMwwLPRIM kk ∈== αα/

( ) ( ){ }LsiURMwwLURM kk ∈== αα/

Definiţie.  Fie G o GIC; ea se numeşte LL(k) în sens tare dacă  este

satisfăcută condiţia: dacă  β→A   şi  γ→A  sunt două A-producţii distincte

atunci 

( )( ) ( )( ) =∩ AURMPRIMAURMPRIM kkkk γβ ∅

Definiţie.    Fie  ∑  un  alfabet  şi  ∗∑⊆21 , LL .  Definim

{ }2121 / LysiLxwLL ∈∃∈∃=⊕  astfel încât 

a) xyw =  dacă kxy ≤  şi 

b) w este format din primele k simboluri din xy,în cax contrar }

Algoritm. –testarea condiţiei LL(k)

Intrare :  o GIC ( )SPNG ,,,∑=  şi un număr întreg pozitiv k

Ieşire :  “da” dacă gramatica este LL(k) şi “nu” în caz contrar

Metoda : 

Se consideră că toate neterminalele sunt nemarcate.

Pasul 1. Pentru orice NA∈  , nemarcat, pentru care există cel puţin două A-

producţii distincte calculează ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =⇒∑⊆=

∗
∗ αασ k

k PRIMLsiwASLA |

Toggl
eBu...



Pasul 2. Dacă  β→A  şi  γ→A  sunt două A-producţii distincte, calculează

( ) ( )( ) ( )( )LPRIMLPRIMLf kkkk ⊕∩⊕= γβ  pentru orice ( )AL σ∈ . Dacă ( ) =Lf ∅

, răspunde “nu” şi opreşte algoritmul. Dacă  ( ) =Lf ∅ pentru orice  ( )AL σ∈ ,

repetă  pasul  2 pentru toate perechile distincte de A-producţii  şi  la  sfârsit

marchează pe A. 

Pasul 3. Repetă paşii 1 şi 2 pentru toate neterminalele nemarcate din N.

Pasul  4. Răspunde “da”  dacă  toate  neterminalele  au fost  marcate;  în  caz

contrar se merge la pasul 1.

Pentru a putea aplica acest algoritm trebuie calculate funcţiile kPRIM

şi σ .

Algoritm. –calculează funcţia kPRIM

Intrare  :   o  GIC   ( )SPNG ,,,∑=  k  un  număr  întreg  pozitiv  şi

( ) 1,...1 ≥∑∪∈= ∗ nNxx nα

Ieşire :  ( )αkPRIM

Metoda :  Ţinând seama de descompunerea

( ) ( ) ( ) ( )nkkkkkkk XPRIMXPRIMXPRIMPRIM ⊕⊕⊕= ...21α   rezultă  că

este  suficient  să  calculăm  ( )xPRIM k  cu  Nx∈ ;  dacă  { }ε∪∑∈x  atunci

( ) { }xxPRIM k = . Calculăm recursiv mulţimile ( )xFi  pentru ∑∪∈Nx  şi 0≥i

Pasul 1. ( ) { } { } 0,: ≥∪∑∈∀= iaaaFi ε

Pasul 2.  ( ) ( ){ }εαα =<=∈→∑∈= ∗ sikxfiekxfieundePxAxAF k /0  

Pasul  3.  Presupunem că  mulţimile  110 ,...,, −iFFF  au  fost  calculate   pentru

orice  NA∈ .  Atunci

( ) ( ) ( ) ( ){ }PyyAyFyFxxAFAF nnikkiii ∈→⊕⊕∈∪= −−− ...,.../ 11111



Pasul 4. Dacă pentru NA∈∀  avem  ( ) ( )AFAF ii =−1  luăm ( ) ( )AFAPRIM ik =  şi

oprim algoritmul. În caz contrar se merge la pasul 3.

Algoritm – calculează funcţia σ

Intrare :  o GIC ( )SPNG ,,,∑=  şi k un număr întreg nenegativ 

Ieşire :  ( )Aσ  pentru NA∈∀

Metoda  : Pentru  NBA ∈∀ ,  calculăm

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⇒∃∑⊂=

+
∗ αασ k

k PRIMLsiwBALLBA ,|,  Pentru  aceasta  construim

mulţimile ( )BAi ,σ  pentru NBA ∈∀ ,  şi ,...1,0=i  astfel: 

Pasul 1. Fie ( ) ( ) ( ){ }ααβσ k
k PRIMLsiPBALBA =∈→∑⊆= /,0 .

Pasul 2. Presupunem că mulţimile ( )BAi ,σ  astfel: 

(a) dacă ( )BAL i ,1−⊂ σ  atunci ( )BAL i ,σ∈

(b) dacă  există  producţia  nXXA ...1→  şi  pentru  un  j,  nj ≤≤1 ,  există  o

mulţime ( )BXL ji ,1−∈′ σ , atunci include în ( )BAi ,σ  pe ( )njk XXLL ...1+⊕′= .

Pasul 3. Dacă pentru orice NBA ∈,  există un i astfel încât ( ) ( )BABA ii ,, 1−= σσ

luăm ( ) ( )BABA i ,, σσ = ; în caz contrar se merge la pasul (2).

Pasul 4. Pentru orice NA∈  se ia ( ) ( )ASA ,σσ = .

Definiţie.  Fie  ( )SPNG ,,,∑=  o GIC. Pentru fiecare NA∈   şi kL ∗∑⊆

definim funcţiile LAT , ,numite tabele LL(k) asociate cu A şi L,astfel:

(1)  ( ) =uT LA,  eroare  dacă  nu  există  nici-o  producţie  α→A  astffel  încât

( ) .LPRIMu kk ⊕∈ α

(2)  ( ) ( )><→= mLA YYYAuT ,...,,, 21, α  dacă  există  o  unică  producţie   α→A

astfel încât  ( ) .LPRIMu kk ⊕∈ α



Dacă  NBmxBBxBx imm ∈≥= ,0,...2110α  şi  ∗∑∈ix ,  atunci

( ) ikmmiiiki YLxBxBxPRIMY ....11 ⊕= ++  se numeşte mulţimea local următoare a

lui iB  . Dacă 0=m , atunci ( ) ( )Φ→= ,, αAuT LA .

(3)  ( )uT LA,  este  nedefinită  dacă  există  cel  puţin  două  producţii

nA ααα /...// 21→  astfel  încât  ( ) 2,1, ≥≤≤⊕∈ nniLPRIMu kik α .  Această

situaţie nu apare dacă G este LL(k).

Intuitiv,  ( ) =uT LA,  eroare spune că nu este posibilă nici-o derivaţie de

forma  uvAx
∗

⇒  pentru  nici-un  Lx∈  şi  ∗∑∈v .  Când

( ) ( )><→= mLA YYYAuT ,...,,, 21, α  există exact o producţie  α→A  care poate fi

utilizată  la  primul  pas al  derivaţiei  uvAx
∗

⇒   pentru orice  Lx∈  şi  ∗∑∈v .

Fiecare  mulţime  iY   dă  toate  prefixele  posibile  de  lungime  cel  mult  k ,

formate din terminale, care pot urma un şir derivat din  iB   când utilizăm

producţia   α→A  ,  unde  mm xBBxBx ...2110=α   în  orice  derivaţie  de  forma

uvxAx
∗+

⇒⇒α , cu Lx∈ .

Algoritm –construcţia tabelelor LL(k)

Intrare : o GIC ( )SPNG ,,,∑=  de tip LL(k)

Ieşire :  mulţimea P a tabelelor LL(k )

Metoda : 

Pasul 1. Se construieşte ε,0 STT =  şi se iniţiază  P { }0T= . 

Pasul  2. Pentru  fiecare  tabel  LL(k)  T  cu  intrarea

( ) ( )><→= mmm YYYxBxBxAuT ,...,,,... 21110  se adaugă la P  tabelul ii YBT ,  pentru

mi ≤≤1  dacă el nu există deja în P.



Pasul 3. Se repetă pasul (2) până când nu se mai poate adăuga nici un tabel . 

Analiza sintactică, folosind mulţimea de tabele LL(k) este dată de algoritmul

următor.

Algoritm 

Intrare : gramatica  ( )SPNG ,,,∑=  de tip LL(k) şi P

Ieşire : tabelul M de analiză sintactică

Metoda : M este definit pe { }( ) kI ∗∑∂×∪∑∪ $  astfel:

Pasul 1.  Dacă  mm xBBxBxA ...2110→ este producţia cu numărul  i ,  ∈LAT ,  şi

( ) ( )><→= mmmLA YYYxBxBxBxAuT ,...,,,... 2122110,  atunci  M  se  defineşte  astfel

( ) ( )ixTxTxuTM mYBYBLA mm
,..., ,1,0, 11

= .

Pasul 2.  ( ) =avaM , reducere pentru orice ( )1−∗∑∈ kv .

Pasul 3.  ( ) =ε$,M acceptare.

Pasul 4.  ( ) =uXM , eroare,în alte cazuri.

Configuraţia iniţială este  ( )ε,$,0 wT  iar cea finală este  ( )πε ,$,  unde w

este cuvântul de analizat  iar π  este analiza sintactică la stânga a lui w.

 Gramatici LL(1) 

Analiza sintactică a gramaticilor LL(k) se simplifică în cazul 1=k .

 Gramatici LL(1) simple 

 O GIC ( )SPNG ,,,∑=  fără ε -producţii cu proprietatea că pentru orice

NA∈ , toate A-producţiile încep cu un terminal diferit se numeşte gramatica

LL(1) simplă sau  s-gramatică. Deci o s-gramatică are producţiile de forma

jimm aaaaaA ≠→ ,/...// 2211 ααα   pentru miaji i ≤≤∑∈≠ 1,, .  



Tabelul  de  analiză  în  cazul  s-gramaticilor  se  defineşte  astfel:

{ } { } ( ){ }( )eroareacceptarereducereiNM ,,,,$: βε →∪∑×∪∑∪ ,  unde  β  este

membrul drept al producţiei i .

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

→
==

∑∈=

=

altfeleroare
iproductiaesteaAdacăia

aşiAdacăacceptare
aAdacăreducere

aAM
αα

ε
,

$
,  

 Trecerea de la o configuraţie la alta se face astfel: 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=

=

−

eroareaAMdacăeroare
iaAMdacăpiaz

acceptareaAMdacăareter
reducereaAMdacăpz

pazA

,
,,,,

,min
,,,

|,,
ββα

α

α

Configuraţia iniţială este ( )ε,$, wS .

 Gramatici LL(1) fără ε -producţii

 O gramatică fără  ε -producţii este LL(1) dacă pentru orice  regulă de

forma  nA ααα /...// 21→ ,mulţimile ( ) ( ) ( )nPRIMPRIMPRIM ααα 12111 ,...,,  sunt

distincte  două  câte  două.  Tabelul  de  analiză  sintactică  se  defineşte  cu

ajutorul  funcţiei   { } { }( ) ( ){ }eroareacceptarereducereiNM ,,,,$$: β→∪∑×∪∑∪

,unde β  este membrul drept al producţiei i :

( ) ( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈
==

∑∈=

=

cazurialteîneroare
iproducţroestePRIMadacăi

aşiAdacăacceptare
aAdacăreducere

aAM
ββ

ε

1,
$

,

Trecerea de la o configuraţie la alta se face astfel:

1. ( ) ( ) ( ) ( )iuAMdacăpizpzA ,,,,|,, ββαα =−



2. ( ) ( ) ( ) zazşireducereuAMdacăpzpza ′==′− ,,,|,, αα

3. ( ) areterP min|,$, −ε

4. ( ) ( ) eroareuXMdacăeroarepzX =− ,|,,α

unde am notat ( )zPRIMu 1= .

Configuraţia iniţială este ( )ε,$, wS .

 Gramatici LL(1) cu ε  -producţii 

 O gramatică ( )SPNG ,,,∑=  este LL(1) dacă pentru orice neterminal A

şi orice două  A-producţii distincte  α→A  şi  β→A  este verificată condiţia

( )( ) ( )( ) =∩ AURMPRIMAURMPRIM 111 βα ∅.

O formă mai simplă a condiţiei de mai sus este: pentru orice reguli

nA ααα /...// 21→  :

1. ( ) ( )=∩ ji PRIMPRIM αα 11 ∅  pentru ji ≠

2. dacă  εα
∗

⇒i  atunci ( ) ( ) =∩ AURMPRIM i 11 α ∅  pentru ji ≠

Analiza  sintactică  se  face  cu  ajutorul  funcţiei

{ } { }( ) ( ){ }eroareacceptarereducereiNM ,,,,$$: β→∪∑×∪∑∪ ,  unde  β  este

membrul drept al producţiei i.

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∈→∈
→∈

==
∑∈=

=

cazurialteîneroare
PRIMiariproducţroesteAşiAURMadacăi

iproductiaesteAşiPRIMadacăi
aşiAdacăacceptare

aAdacăreducere

aAM
αεαα

ααα
ε

11

1

,
,

$
,

Analiza sintactică se  efectuează cu următorul algoritm:



1←p

←pd Start  '$'°

''←be

ind← false

while ind=false do

 begin

     t ←  Vârf (pd)

    u ← bi (p)

    if ( ) ( )iutM ,, α=

     then

begin

     pd °α←  Rest (pd)

     be ←  be '' i°

end

    else if M(t,u)=reducere

then

    begin

pd ←  Rest (pd)

p ←  p+1

    end

         else if M(t,u)=acceptare

  then

       begin

Scr (be)

ind ←  true

        end

else



begin

   write  (‘eroare’)

   ind ←  true 

end

end

S-au folosit următoarele notaţii:

bi = banda de intrare

be = banda de ieşire

pd = banda pushdown

Start = simbolul iniţial

Vârf = procedură ce extrage simbolul din vârful benzii pd

Rest = procedură ce elimină simbolul din vârful benzii pd

Scr = procedură de scriere a conţinutului benzii be
° = operaţia de concatenare

Teme propuse:

1. Implementaţi algoritmul PRIM k.

2. Implementaţi algoritmul σ.

3. Implementaţi algoritmul pentru testarea condiţiei LL k.

4. Implementaţi algoritmul pentru analiza sintactică LL k.

5. Implementaţi algoritmul de analiză sintactică LL 1.


